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Обращение к анализу используемых в (мета)математике логических средств и выявление лежащих в основании метаматематики онтологических и гносеологических допущений, составляющих (на мой взгляд) лейтмотив данной работы, представляется крайне важным для осмысления статуса современного математического знания (как математико — метаматематического комплекса), основанного на теоретико-множественной парадигме. В рамках культурологической концепции Ф. Клейна, который выделял «творческие» и «критические» периоды в развитии математики, данный подход несомненно относится к «критической» работе. Однако подобная, я бы сказал схоластическая проработка, необходима для дальнейшего движение вперед и перехода к новому «творческому» периоду. 


Разделяя в целом этот схоластический настрой, связанный с проработкой концептуальных основ современного математики, я хотел бы высказать ряд дополнительных замечаний, не учтенных или не выявленных в данном анализе.


Прежде чем переходить к содержательным замечаниям, дам краткую реконструкцию идейного стрежня данной работы. При этом попробую «восстановить» некоторые из важнейших на мой взгляд неявно принимаемых пресуппозиций, поскольку без этого не будет понятен смысл моих замечаний (замечу, что в ходе моей реконструкции я буду опираться и на другие работы автора, посвященные теме различения отрицаний и основанной на этом различении критике канторовской диагональной процедуры, т.к. все эти работы, включая помещенную здесь, представляют звенья одной цепи). В связи с этим понятно также, что последующая критика существенным образом опирается на представленную интерпретацию.


Математика оперирует с достаточно абстрактными — математическими — «объектами», статус и способы введения-обоснования которых принципиально отличаются от чувственно-воспринимаемых (опытных) объектов, имеющих «временной характер» (парафраз С. Бычкова из § 1). Особенностью современной математики (математики XX в.) является использование в качестве своего концептуального основания теории множеств, восходящей к построениям Г. Кантора. Однако обнаружение теоретико-множественных (а впоследствии и логико-семантических) парадоксов привело к необходимости уточнения исходных теоретико-множественных понятий и разработке особых обосновательных — метаматематических — процедур с целью недопустимости подобных парадоксов в будущем. Речь здесь идет прежде всего о гильбертовской финитной метаматематике. С другой стороны, новый концептуальный базис математического знания требовал и изменения его логических оснований, а именно замены традиционной силлогистики на современную математическую логику, построенную по фрегевской концептуальной схеме «функция — аргумент», принципиально иной по сравнению с традиционно-логическим субъектно-предикатным подходом к анализу предложений (заметим, что на основе фрегевской концептуализации возможно создание единого логико-математического комплекса, т.к. и логика и математика становятся сходными «функциональными» дисциплинами). [Сделаем здесь одно несущественное замечание. В работе С. Бычкова эта новая логика названа «канторовской», однако концептуальный базис этой логики был заложен прежде всего Г. Фреге (частично, Дж. Пеано), а впоследствии развит Б. Расселом и Д. Гильбертом, в то время как сам Г. Кантор опирался в основном на булеву логику классов, которая, в рамках нашего дискурса, вполне может быть квалифицирована как традиционная — аристотелевская — логика.] Вычленение же из состава математики обосновательных метаматематических процедур предполагает решение проблемы концептуальной согласованности математики и метаматематики, т.е. сходства их логико-онтологического базиса. Отсутствие явной экспликации и попыток решения этой проблемы, по мнению автора статьи, составляет один из «парадоксов» современной математики, приведший к появлению ряда результатов об ограниченных возможностях современных математических формализмов, среди которых видное место занимают известные теоремы Геделя. Общая схема предлагаемого решения — выявление «рассогласования» в логическом базисе математики и метаматематики с целью его дальнейшего устранения.


Перейдем теперь к критической части комментария и выскажем общий контр-тезис (имеющий иерархическую структуру) к предлагаемому тексту (к сожалению, из-за ограничения на объем комментария, контр-тезис не будет подробно аргументирован и скорее имеет статус полемически заостренной гипотезы). 


1.Существующая математика и метаматематика, прежде всего благодаря работе Г. Фреге и Б. Рассела, вполне согласованы. Единым онтологическим базисом современного логико-математико-метаматемического комплекса является номиналистической установка, постулирующая наличие только единичных объектов (индивидуумов) и единого (универсального) универсума, что делает излишним введение родо-видовой иерархии (или расселовского теоретико-типового структурирования, что оказалось «тупиковой» программой развития (обоснования) математики, хотя и в этом случае реализуется идеал единого математического универсума, структурированного вертикально). Логическим базисом этого математического комплекса является единая фреге-расселовского логика (характеристика этого типа формализмов дана в работах В.А. Смирнова [см., например, «Логические методы анализа научного знания»] или в работах Е.Д. Смирновой). Т.е. вся современная логика успешно — за счет различных редукций, погружений, дефинициональных (эквивалентных) переформулировок — «перестроена» на базе единой, восходящей к Г. Фреге, концептуальной схеме «функция — аргумент» (см. в этой связи очень характерное название одной из современных работ этого направления «Доказательство погружения аристотелевской силлогистики в пропозициональную логику» [Канаи Д., Логические исследования, вып. 2, 1993]).


1.1. Существенной чертой данной номиналистической установки является экстенсионально-синтаксический характер построения современных (математических) формализмов. В этом смысле «финитный подход Гильберта» не может «акцентировать внимание на вещественно-пространственном характере [метаматематических] объектов» [С.Н. Бычков]. Метаматематические, как впрочем и математические, объекты у Д. Гильберта имеют ярко выраженный синтаксический, или «знаковый» характер (что, кстати, вполне разделяет и К. Гедель в приводимой в тексте цитате [4, 299]). Математические (метаматематические) объекты рассматриваются Гильбертом (я думаю, что и большинством современных математиков) как знаковые или синтаксические конструкции, требующие определенных, строго фиксированных синтаксически, правил работы с ними. Поэтому (отмечаемый Геделем в цитате) «пространственно-временной» характер метаматематических объектов имеет явно метафорических смысл, т.к. пространственно-временной статус математических (или метаматематических) объектов принципиально отличается от пространственно-временного статуса (физических) вещей. Здесь скорее можно говорить о структурно-комбинаторном «пространстве» гильбертовской (формальной) установки, что впоследствии было с блеском реализовано на методологическом уровне в неопозитивизме (логическом позитивизме), провозгласившем отказ от «смысла» в пользу чисто экстенсионального подхода [в этом смысле можно говорить о невостребованности призыва Геделя к использованию «смысла», «мысленных образов»… ], а в прагматическом отношении выразилось в мощнейшем развитии алгоритмо-машинных математических процедур, основанных на чисто синтаксических (формальных) процедурах (реализованных, например, в машине Тьюринга; причем эту установку не отменяет и привлечение более мощных алгоритмов с оракулами).


1.1.1. Однако синтаксическое единство современных логико-математических формализмов не учитывает глубоких семантико-онтологических различий современной и традиционной — родо-видовой в терминологии автора статьи — логик. [Заметим, что используемое в статье название «родо-видовая логика» представляется не совсем удачным, т.к. существует несколько, отличных друг от друга, традиционных логик, различным образом решающих вопрос о взаимосвязи предикатного (внешнего) и акцидентного (внутреннего) отрицаний. См. по этому поводу, например, работу В.А. Бочарова «Аристотель и традиционная логика», где выделены различные «родо-видовые» логики: например, собственно аристотелевская логика, традиционная (школьная) логика (как правило именно она выдается за родо-видовую логику как таковую и преподается в российской высшей школе), лейбницевская, больцановская, кэрроловская… и ряд современных вариантов силлогистических теорий, предложенных В.А. Смирновым, В.А. Бочаровым и др., а также, построенная на базе аристотелевской паранепротиворечивая логика Н. Васильева, которая вопрос о взаимосвязи внешнего и внутреннего отрицания решает кардинально иначе, допуская «противоречия».] Поэтому вопрос о «согласовании» семантико-онтологических оснований двух типов логик остается не только нерешенным, но даже и незамеченным (в этом отношении я солидарен с автором статьи). Наиболее перспективным, т.е. учитывающем семантические различия, здесь представляется подход В.А. Смирнова (восходящий к идеям Н. Васильева и фон Вригта), который предложил так называемые комбинированные — в частном случае двухуровневые — логики [см. «Логико-философские труды В.А. Смирнова» (ред. В.И. Шалак), 2001], представляющие собой комбинации различных логик. Правда надо заметить, что поднимаемый в статье вопрос о «согласовании» современной и традиционной логик в этой работе не решается, вернее Смирновым рассматриваются такие системы, в которых «внутренняя» логика является традиционной, а «внешняя» (т.е. метауровневая) логика представляет собой какой-либо вариант современной классической или интуиционистской логики (т.е. решается обратная, с точки зрения постановки проблемы в статье задача), но данный подход показывает принципиальную возможность (а это главное!) «согласования» традиционного и современного логического подхода.


1.2. В рамках обрисованной выше номиналистической онтологии и пропозиционально-предикатной структуры современной математической логики по существу теряет смысл один из важнейших аргументов данной статьи, опирающийся на различение внешнего и внутреннего отрицаний. Замечу, что на уровне пропозициональной логики никаких внутренних отрицаний в принципе быть не может. Поэтому приведенная в § 4 (см. также другие работы С. Бычкова — Д. Виннера) интерпретация «( B… [как] внутреннего отрицания <число 9 есть не-голубое>» неправомерна, т.к. в пропозициональной логике внутренняя структура высказывания вообще не анализируется. При переходе же к следующему структурному уровню, логике предикатов первого порядка отождествление внутреннего и внешнего отрицания вполне оправданно номиналистической — индивидной — переформулировкой статуса логических (математических) объектов и введением единого, без родо-видового — «горизонтального» — разбиения, универсума, что на синтаксическом уровне реализуется введением (либо в аксиоматике, либо в правилах вывода) соответствующих редукций отрицаний разной степени глубины.


1.2.1. Поднимаемая в данной и предшествующих статьях (вместе с соавторами) тема различения внешнего и внутреннего отрицания безусловно интересна, т.к. высвечивает одно из неявно принимаемых допущений современных математических рассуждений. Однако проводимое в них различение не учитывает ряд принципиальных моментов, на которых я и хотел бы остановиться (см. подробнее об этом в моей работе «К вопросу о различении отрицаний»: http://www.philosophy.ru/library/physics/nego1.doc). Во-первых, как показывает предварительный анализ в силлогистической логической форме суждения «S есть P», помимо собственно «внешнего» — пропозиционального — отрицания («Неверно, что S есть P»), формально можно построить следующие четыре «внутренних» отрицания: 1. отрицание субъекта суждения «Не-S есть P»; 2. отрицание содержательного признака (акцидентное отрицание) суждения «S есть не-P»; 3. два предикатных отрицания (отрицание связки суждения) «S не есть P»: 3.1 «S (не есть) P» — субстанциальное отрицание связки «есть»; и 3.2. «S (не) (есть P)» — (собственно) предикатное отрицание «есть Р». Приемлемой интерпретации субъектного отрицания (случай 1) не существует, а случай 3.2. может быть отождествлен с акцидентным отрицанием (случай 2). Поэтому для более точного и полного анализа надо рассмотреть взаимосвязь не двух (внешнего и внутреннего), а, по крайней мере, трех различных отрицаний, причем с учетом того, что на месте субъекта могут находиться четыре типа объекта (индивиды, неопределенные индивиды Фреге — Уемова, (распределенные) классы Рассела, собирательные классы («кучи») Ст. Лесьневского, множества Кантора). Отметим, что наш предварительный анализ показал эквивалентность пропозиционального, предикатного и акцидентного отрицания в случае индивидуумов (обратим внимание также на то, что в примере, с помощью которого демонстрируется различие отрицаний, в качестве субъекта фигурирует общий термин). Во-вторых, интересно было бы установить связь между различением внешнего — внутреннего отрицания и пониманием отрицания в интуиционисткой (конструктивисткой) логике, т.к. неприятие закона исключенного третьего и снятия двойного отрицания свидетельствуют об отличном от классической логики (математики) понимании «свойств» отрицания. Понятно, что в случае интуиционисткой математики тезис статьи «подвешивается» и, видимо, должен быть «сужен» лишь до области классической математики. В-третьих, мощным подспорьем при анализе операции отрицания может служить глубокое замечание русского логика Н.А. Васильева о том, что операция отрицания (в отличие от других логических операций) является не непосредственной, а опосредованной — двухсоставной — операцией. «Отрицание» какого-либо признака — например красноты — предмета происходит (по Васильеву) так: сначала (на чувственном уровне) постулируется «позитивный» факт (в нашем случае, например синева предмета), а уже потом (умозаключая) вводится собственно «негативный» факт отсутствия соответствующего признака. [Замечу, что анализ Васильева подтверждает тезис о нетождественности «внешнего» и «внутреннего» отрицаний, т.к. более сильное «внутреннее» — акцидентное — отрицание имеет «утверждающий» модус (т.к. в связке «есть» утверждается явное наличие самого предмета и неявное наличие у него другого «положительного» (этого же рода) признака), в то время как «внешнее» — предикатное — отрицание никакого «скрытого» утверждения (о наличии какого-либо признака предмета) не содержит, более того, в общем случае, выводит предмет за рамки универсума («сущего») или промежуточного рода — предмет «не есть», не существует].


1.3. Следующим интересным развитием темы статьи является концептуальное обсуждение базисного для современной математики понятия «множества». Однако при этом автор, видимо, не учитывает существенное концептуальное переосмысление исходной канторовской интуиции множества, осуществленное впоследствии Расселом, которое до сих пор остается как бы в тени (несколько подробнее об этом я говорю в моей лекции «Теоретико-множественная (бурбакистская) парадигма математики и ее возможные альтернативы»: http://www.philosophy.ru/library/physics/mathlek1.doc). Если говорить коротко и несколько огрублено, то вместо канторовского понятия множества (или ряда понятий «множества», с учетом неоднозначности и флуктуации данного понятия у самого Кантора, о чем упоминает и С. Бычков) в современных формализмах математики используется именно расселовское понятие класса [хотя реальная ситуация выглядит не так однозначно с учетом различных аксиоматизации теорий множеств, среди которых аксиоматика Цермело-Френкеля, видимо, максимально близко в концептуальном плане соответствует канторовской интуиции множества]. 


Остановлюсь на различении «множество vs. класс» подробнее. Развитая математическая практика должна уметь работать с разными — по степени общности-абстрактности — типами объектов (проблема «части — целого»). В традиционной логике эту функцию осуществляла идущая от Платона и Аристотеля родо-видовая иерархия [см. обозначенную выше работу В. Бочарова]. Современная математика, начиная с Г. Кантора, отказавшись от традиционной концептуальной схемы «вид — род», предложила альтернативные способы решения проблемы «часть—целое». Прежде всего на роль этой замены предлагается отношение «элемент—множество», отношение принадлежности ((), однако, как показал Г. Фреге [см., например, его статью «Логика в математике»], вместе с этим в теории множеств с необходимостью вводится и другой — более прямой «наследник» отношения «вид—род» — аналог отношения «часть—целое», а именно отношение включения ((), причем эти два, в общем-то разных, отношения, не различаются и трактуются как единое — в концептуальном плане — отношение (например, предложения «Сократ есть человек» (отношение принадлежности) и «Человек есть животное» (отношение включения) могут анализироваться сходным образом). Анализ Фреге (на примере работ Шредера, где Фреге обнаружил аналог парадокса Рассела) показал, что именно это неразличение и является одним из источников парадоксальности теоретико-множественной концепции [тем более удивительно, что Фреге подпал под «гипноз» расселовского парадокса, т.к. все «средства» для его разрешения у него уже были; наш подход к «разрешению» теоретико-множественных парадоксов дан в статье «О парадоксе Рассела»: http://www.philosophy.ru/library/physics/paradox1.doc]. Дальнейшее осмысление этой «несогласованности» канторовской интуиции породило ряд альтернативных линий развития теоретико-множественной установки. Во-первых, это по своему последовательное решение Цермело—Френкеля, которые в рамках своей аксиоматики теории множеств, фактически, отказались от оперирования понятием «элемент», заменив его на понятие «подмножество» (хотя при этом возникает концептуальное (само)противоречие с аксиомой выбора, которая задает процедуру «выбора» элемента). Во-вторых, это являющийся развитием различения Фреге подход Ст. Лесьневского, который четко различил выделенные Фреге отношения и развел их по разным структурным уровням математической теории: отношение принадлежности фигурирует у него в онтологии (первый уровень теории), а отношение включения — в его мереологии (второй уровень теории, где собственно и формализуется отношение «часть—целое»). Своеобразное — третье — решение указанной проблемы было предложено Расселом, которое, как я уже говорил выше, является неявным базисом современной математики. В концептуальном отношении оно заключается в замене понятия «множества» на понятие «класс». Вот как Рассел вводит понятие «класса»: «В настоящей главе [глава «Классы»] мы будем обсуждать слово the во множественном числе: обитатели Лондона, сыновья богатых людей и т.п. Другими словами мы будем иметь дело с классами [выделено мной — К.С.]» (Б. Рассел «Введение в математическую философию», стр. 165). Заметим, что это принципиально отличается от канторовской интуиции «множество», которое (при всех флуктуациях его позиции) мыслится как нечто «целое» (ср. с платоновским «эйдосом»), т.е. как самостоятельная сущность следующего онтологического уровня, в то время как расселовский класс мыслится как «множественное the». Согласно терминологии Лесьневского, расселовский класс является распределенной множественностью, в которой каждый исходные элементы не теряют своей индивидуальности. Т.е. это не новое онтологическое образование, не новое «целое», а как бы временное (гносеологическое) объединение определенных — «хорошо различимых» (Кантор) — индивидуумов (в английском языке этому соответствует грамматические конструкции с определенным артиклем the), с каждым из которых как таковым мы можем работать и дальше. Понятно, что таким образом Рассел достигает определенной «гомогенности» математического универсума и введение онтологической родо-видовой «неоднородности» излишне. Правда здесь остается одна (методологическая) «опасность», а именно возможное неразличение собирательного (класс как целое) и распределенного (класс как множественность) толкования классов, что и приводит (по мнению Лесьневского к появлению парадоксов расселовского типа). Канторовское понимание «множества» (+ понятие собирательного класса — «кучи» — Лесьневского; хотя между Кантором и Лесьневским есть не менее серьезные концептуальные различия, которые в этом анализе не столь существенны) задает принципиально другое — «слоистое» — строение математического универсума, что является альтернативой традиционной родо-видовой иерархии [заметим, что именно поэтому представлять родо-видовую иерархию, как это сделано в статье, отношением включения не совсем корректно], т.к. «множества» выступают как сущности следующего (мета)уровня, причем они являются полноценными (цельными) «объектами», с которыми можно работать (хотя и по особым правилам) наравне с индивидуальными объектами. Анализ работ Кантора показывает, что его мысль бьется над экспликацией введенной им исходной интуиции: в частности, позже он выделяет неконсистентные множественности, которые собственно множествами («целым»), из-за своей неконсистентности не являются (в отличие от расселовских классов, которые является «всеядным» и позволяют «объединять» все, что угодно). 


Судя по всему, полноценная экспликация канторовской интуиции множества, определенный шаг в направлении к которой уже сделан в комментируемой статье, — дело будущего. Здесь же рискну предложить одну аналогию, проясняюбщую на мой взгляд канторовскую интуицию. На мой взгляд, канторовские множества можно рассматривать как «слитки», в которых исходные составляющие элементы (т.е. те, из которых образован этот слиток) «исчезли» (например, из ста золотых монет сплавили 100 гр. золота, исходные монеты исчезли и превратились в «цельный» золотой слиток). В этом смысле образование множеств — необратимая операция, т.к. исходные элементы исчезли, «растворились», в составе образованной целостности: конечно, мы можем снова получить из слитка какое-то количество («вторичных») частей-элементов, но это не будет тождественно исходным — «первичным» — элементам. «Мощность» множества может быть соотнесена с «объемом» полученного слитка, а операция взятия подмножества — с последующим разделением слитка на «вторичные» элементы—подмножества. Вводимая же Кантором знаменитая диагональная процедура — попытка демонстрации того, что из слитка можно получить гораздо большее количество «вторичных» элементов (например, 101-ый «элемент»; закавыченность здесь указывает на «вторичный» характер этого элемента). В принципе полученное превосхождение числа исходных элементов неудивительно, т.к. предшествующая история математики показывает, что именно обратные операции (вычитание, деление, взятие радикала) приводят к «выходу» за рамки существующих математических объектов и существенному расширению исходного математического универсума. [Заметим, что при нашей интерпретации понятия «множества» расселовский парадокс невозможен, т.к. полученный слиток просто не сопоставим (по своему онтологическому статусу) с исходными элементами, из которых он образован и которые в нем «растворились».]
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