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Ответ на комментарий П.С. Куслия:


Иерархичность математического знания, «счетные числа» Кантора — Фреге и онтологический статус «нуля»





1. Мне кажется, что проблема статуса математики, поставленная в комментарии П.С. Куслия, является центральной проблемой всей философии математики. Ранее я обосновал тезис о том, что философия является «пограничным» феноменом между Наукой и Искусством, Наукой и Мифом, Наукой и Религией [см. мою статью «Философия как пограничный феномен» — http://www.philosophy.ru/library/ksl/katr_016.html]. Если же мы сузим область методологического анализа до сферы научного знания (= «физики»), то там такое же пограничное положение занимает математика. Об этом свидетельствует, прежде всего, аподиктический характер ее знания (что, собственно, и является посылом и предметом обсуждения данного сборника). В этом смысле она занимает не только промежуточное положение между «физикой» и «метафизикой», но и между естественными и гуманитарными науками. Поэтому провозглашенный в комментарии гуманитарный подход к анализу математического знания вполне оправдан, так как он является серьезной альтернативой физикалистской методологической парадигме исследования математической деятельности («физико-математический комплекс» vs. «математико-гуманитарный комплекс»). Однако здесь меня смущает одно «но», а именно: уже отмеченный аподиктический характер математического знания, который для краткости выражу известным риторическим полувопросом А. Эйнштейна (высказанным им в беседе с Р. Тагором; см.: А. Эйнштейн Природа реальности //Его же. Сочинения, т. 4, с.130—133)): «Теорема Пифагора в геометрии устанавливает нечто приблизительно верное, независимо от существования человека». Т.е. математическое знания — в отличие от любого другого знания, будь то знание естественнонаучное или гуманитарное — претендует на статус знания сверх-человеческого, знания независимого от существования человеческого разума�. А это значит, что замена физикалистской методологии на гуманитарную положения не спасает. На мой взгляд, автор комментария не учитывает одного тонкого (точнее, двух) различия и, вследствие этого, допускает, если не категориальную ошибку, то методологическую неточность. Различие это касается статуса математического знания, которое, с одной стороны, необходимо отличать от истории математики (которая, очевидно, является гуманитарной дисциплиной и может (должна) исследоваться с помощью гуманитарной методологии, но ведь предмет нашего анализа — не история математики, а она сама!), а, с другой стороны, — от математической деятельности («область математических практик» — П.С. Куслий). Именно это последнее различие (не учитываемое автором комментария) между математическим знанием (как результатом математической деятельности), в которой эта деятельность как бы «угасла», и математической — человеческой — практикой не позволяет применить к анализу математическому знания методологию гуманитарных дисциплин. Вернее, такой — гуманитарный — анализ, если и возможен, то должен быть ограничен в основном областью математической деятельности (см. подробнее об этом ниже).


Должен признаться, что в тексте своей статьи я (исключительно из-за стилистических соображений) использовал выражения «математическое знание» и «математическая деятельность» как взаимозаменямые, что, как я понимаю теперь, было не совсем корректным. Вернее, надо было прямо оговорить в примечании, что предметом моего анализа (как это заявлено в названии текста) является именно математическое знание. Особенностью же моего подхода к анализу математики как математического знанию явилось то, что я, во-первых, пытался выяснить онтологический и эпистемологический статус математического знания в разные исторические периоды; а, во-вторых, подвергнув сомнению неявно предполагаемое единство математического комплекса знаний, выяснить онтолого-эпистемологический статус различных «составляющих» этого комплекса, обращая внимание на то, определенный ответ на этот вопрос (более конкретно — на вопрос об априорности) по отношению к одной из «составляющих» отнюдь не гарантирует правомерности его распространения на весь комплекс в целом. 


Различив математическое знание и математическую практику, можно поставить вопрос о выборе адекватной методологии исследования. Что касается анализа математической деятельности, то, на мой взгляд, вопрос о приемлемости методологии гуманитарных дисциплин требует тщательной проработки. Исходить при этом из тривиального положения о том, что математика является проявлением человеческой — гуманитарной — деятельности, слишком общо и может служит только начальным пунктом анализа специфики математической деятельности в ее отличие от других типов познавательной активности человека. Если же принять во внимание высказанный выше тезис о пограничном статусе математики, то прямой перенос гуманитарной методологии на область математики вообще невозможен. Математика как специфическая деятельность, связанная с особым типом конструирования своих (математических) объектов (несколько подробнее об этом см. в моем ответе на комментарий А.И. Белоусова) и имеющая аподиктический статус своих положений, требует особой методологии, отличной как от методологии естественных, так и от методологии гуманитарных наук. [Видимо, более всего в разработке такой методологии продвинулся И. Лакатос в своем раннем исследовании «Доказательства и опровержения» <1>, которая, однако, не получила дальнейшего развития в его последующих работах.]


Если же анализу подвергается современное математическое знание�, то здесь, помимо высказанного выше тезиса о «сверхчеловеческом» характере математики, имеется и другие возражения против использования гуманитарной методологии, которая из-за «рыхлости» структуры занимается скорее «толкованием» (П.С. Куслий).


Главное из них заключается в том, что современное математическое знание является вполне формализованным логико — математико — метаматематическим комплексом. Т.е., с одной стороны, можно говорить о слиянии в ХХ в. в единый комплекс логики и математики, где логика является фундаментом более богатого математического знания [заметим, что еще в конце XIX в. логика (особенно в лице традиционной, аристотелевской, силлогистики) и математика рассматривались как вполне самостоятельные и непересекающиеся дисциплины]. А, с другой стороны, можно говорить, в основном благодаря деятельности Д. Гильберта и его последователей, о появлении в составе математики «верхнего» этажа — метаматематики, что можно рассматривать как верхнее «обрамление» математики логикой. Сам выбор мной такого трехчастного названия для современного математического комплекса указывает на его структурированность (иерархичность). Более того, математическое знание, в отличие от другого знания, является самым структурированным типом знания [мой контртезис]. Структурность математического знания хорошо выявлена в работах Н. Бурбаки, которые представили достаточно стройную иерархию математического знания [см. серию их работ под общим названием «Начала математики»; особенно первый том серии «Теория множеств»]. Несколько конкретизируя подход Бурбаки (и не включая сюда метаматематику), эту иерархию (в ее основу положен критерий возрастания выразительных возможностей языка) можно представить следующей схемой:


== A. Логика ==


Исчисление высказываний: введение символов логических связок &, V, ¬, ( 


Исчисление предикатов первого порядка: введение кванторов (, (


2.1. Монадическая (предикатная) логика (силлогистика)


=====================================


2.2. Диадическая (предикатная) логика (теорема Черча-Россера)


Эгалитарные теории, или исчисления предикатов с равенством (могут строиться, начиная с уровня 2.1)


Х4Х.  Исчисление предикатов 2-ого порядка


== B. Математический язык ==


Теоретико-множественный язык: введение основной теоретико-множественной операции — операции принадлежности элемента множеству (()


== C. Пред-математика (уровень математических теорий) ==


Арифметика (может строиться с уровня, следующего за уровнем 2.2.): примитивно-рекурсивные операции («следование за», «сложение», «умножение»), метод математической индукции (теоремы Геделя; теорема Тарского о невыразимости истины)


[Аксиоматическая] теория множеств: 


6.1. теория типов Рассела — Уайтхеда (система PM)


6.2. аксиоматика Цермело — Френкеля (система ZF)


6.3. аксиоматика Неймана — Бернайса — Геделя (система NBG)


«Наивная» теория множеств (парадоксы Рассела, Бурали-Форти, Кантора)


Х5Х.  Второпорядковая арифметика (математический анализ)


Основные математические структуры: алгебраические, топологические структуры, структуры порядка [см. работу Н. Бурбаки «Архитектура математики»]


Сложные математические структуры: как комбинация основных структур


== D. (собственно) МАТЕМАТИКА ==


Конкретные математические теории





[1. Включенные в эту схему уровни, помеченные Х*Х, несколько «нарушают» стройность представленного (несколько упрощенного) иерархического «дерева» (фактически, они представляют другую его «ветвь»). Однако это не ослабляет нашего тезиса о вполне структурированности современного математического знания. В этой связи можно отметить следующее. Во-первых, в современной математике проделана огромная работа по детальному упорядочиванию всех ее разделов за счет процедур редукции (расширения), погружения, перевода. Во-вторых, чуть менее наглядное (и не восходящее к подходу Н. Бурбаки), но строгое соотношение выразительных возможностей (языков) математических теорий дано в классификации (арифметических предикатов) А. Мостовского — С. Клини. Ее суть такова. Тип языка, в котором можно выразить данную формулу, соответствует типу совершенной предваренной формы формулы, в которой все кванторные комплексы вынесены вперед. Соответственно, формулы в предваренной форме могут быть разбиты на классы в зависимости от того, с какого типа квантора (( относится к типу (n, а ( — к типу (n) начинается кванторная приставка; от указания типа (ранга) высшего квантора (верхний индекс) и числа перемен кванторов высшего типа (нижний индекс). Тогда (бескванторный) язык исчисления высказываний относится к типу (0  = (0, что соответствует классу рекурсивных предикатов. Формулы высших типов относятся к типу (k n или (k n. К типу (0 0 = (0 0 относятся все рекурсивные отношения; к типу (0 1 — рекурсивно-перечислимые; к типу ( 0 n ( ( 0 n — арифметические; к типу (1 1 ( (1 1 — гиперарифметические, к типу (1 n ( (1 n — предикаты второпорядковой арифметики.


2. Данная иерархия предназначена для описания «классической математики», основанной на теоретико-множественной парадигме. Однако исключение теоретико-множественных уровней №№ 4, 6, 7 в общем случае не нарушает иерархическую структурированность математики как логико-арифметического комплекса. Подробнее о теоретико-множественной (бурбакистской) парадигме современной математики и ее возможных альтернативах см. мой одноименный e—текст — http://www.philosophy.ru/library/physics/mathlek1.doc]


Таким образом, подчеркивая в своей статье момент структурности и иерархичности математического знания я вовсе не исключаю возможности его анализа единого комплекса. Однако основная интенция моей статьи как раз и заключалась в том, что такой — «гомогенный» — подход, провозглашаемый на сегодняшний день чуть ли не единственно возможным, не позволяет адекватно анализировать и решать ряд более тонких методологических проблем математики (в частности, заявленную как основную для этого сборника проблему априорности математического знания) и должен быть дополнен (ср. с принципом дополнительности Бора) более точным анализом «гетерогенных» составляющих математического знания, образующих строгую иерархию.





2. Перейдем теперь к другой теме, поднятой в последней части комментарии П.С. Куслия, которая посвящена анализу математико-философских взглядов Г. Фреге и Г. Кантора. На мой взгляд эта тема заслуживает особого внимания и тщательной проработки, т.к. именно эти два мыслителя оказали самое существенное влияние на изменение концептуальных основ и развитие современной математики, но, к сожалению, основательного анализа их концептуальных воззрений на природу и сущность математического знания до сих пор не проведено. Надо признать также, что повторное (спустя несколько месяцев после его написания) чтение моего текста в части анализа взглядов этих мыслителей выявило ряд недомолвок и неточностей, на исправлении чего я и хотел бы остановиться здесь несколько более подробно.


Суть математической деятельности составляет работа с ЧИСЛОМ�. Однако вопрос об онтологическом статусе ЧИСЛА до сих пор остается открытым. Как правило большинство исследователей ограничиваются, восходящим к пифагоро-платоновской традиции, утверждением о том, что ЧИСЛО есть особый тип абстракции, занимающий промежуточное положение между физическими объектами и метафизическими сущностями, т.е. математика занимается абстракциями второго порядка (в то время как другие науки — как на экспериментальном, так и на теоретическом уровне — «работают» с абстракциями первого порядка; это необходимо для формулировки любой — даже экспериментальной — закономерности). Зародившийся в Новое время и вполне оформившийся к концу XIX в. классический идеал научного знания был основан на очень устойчивом «сцеплении» физики и математики в качестве единого комплекса [заметим, что «отголоски» этого «сцепления» сохранились у нас и сейчас, когда (1) присваиваются научные степени кандидата и доктора физико-математических наук; (2) создаются и существуют не чисто математические, а физико-математические или механико-математические факультеты университетов]. В рамках этого комплекса ЧИСЛО конституируется в своей измерительной функции, т.е. как средство (единица) измерения той или иной физической величины. Это подтверждается тем, что, с одной стороны, в физических законах числа фигурируют как количественные коэффициенты, имеющие ту или иную физическую — «качественную» — размерность; а, с другой стороны, признаются только те числа, которые имеют внятную физическую интерпретацию. Тем самым ЧИСЛО является количественной характеристикой качественных явлений, т.е. мыслится не как чисто количественная характеристика, а в своей физической ипостаси как количественно-качественная характеристика реально существующих (физических) явлений. Таким образом, онтологически ЧИСЛО выступает как бытийная ЕДИНИЦА, это — (из)мерное количество, или измерительное число, имеющая математико-физическую природу. Наиболее характерным проявлением такого понимания числа является натуральный числовой ряд, «обогащенный» промежуточными числовыми сущностями (что принципиально не изменяет данного концепта числа как измерительной сущности).


В работах Кантора — Фреге (в основном я буду опираться на тексты Г. Фреге [Г. Фреге Основоположения арифметики (логико-математическое исследование о понятии числа). Томск, 2000, <2>; Его же. Логика и логическая семантика. М., 2000, <3>], но можно показать концептуальную близость подходов этих мыслителей; имеющиеся между ними различия в данном случае несущественны) происходит существенное переосмысление онтологического статуса основных математических концептов и, прежде всего, концепта числа. В основу математики кладется число в своей чистоте (число как таковое), которое полностью освобождается от своей измерительной функции в рамках своей физической — «качественной» — ипостаси, а функционирует как средство счета (пересчета). Конечно, это функция числа не является чем-то принципиально новым, просто раньше счетная составляющая числа занимала подчиненное положение в составе общей измерительно-счетной функции, а теперь она освобождается и конституируется в качестве собственной функции. Теперь (новое) ЧИСЛО** — средство счета как таковое — выступает как средство пересчета однородно-равных — в силу утраты их качественных различий — абстрактных объектов, т.е. абстракций второго уровня, а не только как средство счета-измерения абстракций первого порядка — качественно различных вещей (измерение является частным случаем пересчета!). У Фреге (Кантора) число** служит для «измерения» — счета, сравнения, упорядочивания… — сущностей второго порядка: (объемов) понятий (у Фреге) и (мощностей) множеств (у Кантора). Т.е. (новое) канторо-фрегевское число (= «число**») полностью освобождается от своей качественной — «физической» — составляющей (зависимости) и выступает как чистое количество. Другими словами, Кантор и Фреге предложили принципиально новый концепт ЧИСЛА — счетное число, которое по отношению к концепту измерительного числа выступает как (мета)число второго порядка.


Наиболее ярким выражением этого переосмысления статуса ЧИСЛА является «включение» в числовой ряд нуля, который до этого воспринимался как некий вспомогательный элемент («языковая фикция» по Д. Гильберту), служащий для обеспечения функциональной полноты арифметических операций, но собственного (самостоятельного) «физического» статуса (т.е. собственной содержательной «позитивной» интерпретации) не имел. Примечательно, что в своей работе <1> Фреге первоначально обсуждает статус «нуля» на чисто философском (онтологическом) уровне. Так он сопоставляет математической «единице» метафизическое «Бытие», а математическому «нулю» — «Ничто» (небытие, отрицание бытия): «ведь утверждение существования есть ничто иное, как отрицания числа ноль» <2; стр. 80>. Например, фраза «Сократ есть» может быть интерпретирована (переформулирована) по Фреге как «(один) Сократ есть», а фраза «Сократ не существует (нет)» — как «(ноль) Сократа (есть)». «Ноль» получает свой онтологический статус в качестве «счетной меры» несуществующих (= небытийных) абстрактных сущностей, например «пустых» понятий типа «круглого квадрата» (или «счетности» пустых множеств у Кантора). А новое ЧИСЛО** является концептуальным «расширением» прежнего ЧИСЛА (как бытийной «единицы») за счет включения его состав получившего онтологический статус ничтойного «нуля».


С точки зрения концептуального анализа «расцепление» измерительной и счетной функции чисел приводит к тому, что (единый) концепт «единицы» распадается на два самостоятельных концепта: «один» и «первый», — поскольку теперь (измерительная) «единица» («один» как первый член натурального ряда, который предназначен для измерения-счета качественно-различных существующих — натурально — вещей) не совпадает с (счетной) «единицей»: в счетном ряду чисел первым оказывается ничтойный (не-бытийный) «нуль», а бытийная «единица» занимает лишь второе место. На грамматическом (языковом) уровне это проявляется в более четком различении функций числительных: количественные числительные «один», «два»… (которые могут функционировать в качестве существительных, например в немецком языке могут употребляться с определенным артиклем der Eins), служащие для выражения количественных (измерительных) чисел, теперь строго отличены от порядковых числительных «первый», «второй»…, с помощью которых выражается счетная функцию чисел.


Полноправное введение в (счетный) числовой ряд ничтойного «нуля» резко повышает требования к строгости математического рассуждения, поскольку работать со «смешанным» универсумом, в котором есть не только «бытие», но и «ничто» гораздо труднее. Так, например, в <3; стр. 271> Фреге замечает, что неправомерным будет замена предложения «Здесь нет ничего, кроме Луны» (в данном случае выражается мысль о наличии ровно одного предмета) на предложение «Здесь есть Луна и НИЧЕГО [= Ничто — «Nichts» (нем.)]» (в данном случае количество называемых «предметов» возрастает до двух), или, если продолжить мысль Фреге, то «1» нельзя без специальных оговорок отождествлять с «суммой» «1 + 0» (или с «суммой» «1 + 0 + 0 +…», где «единице» приписывается (бесконечный) «нулевой» довесок) �. В частности, именно путем такого более тщательного и строгого лингвистического (концептуального) анализа Фреге предлагает разрешить парадокс, обнаруженный им в работах Э. Шредера (заметим, что по своей «структуре» выявленный Фреге шредеровский парадокс является аналогом расселовского парадокса, который Фреге сумел «разрешить»!)�. 


Понятно, что счетный «нуль» заключает в себе (при неточном с ним обращении; при неразличении измерительного «одного» и счетной «единицы») потенциальную парадоксальность, т.к. «нуль», с одной стороны, является 0 как «количественная мера» измерительного ряда чисел, а, с другой, стороны, он (уже как «нуль**») «равен» 1**, т.к. является первым элементом в счетном числовом ряду, т.е. появляется якобы «противоречие» 0 = 1**. Поэтому не случайно эта потенциальная парадоксальность, содержащаяся в концепте «числа» Кантора — Фреге, привела к появлению (реальных) парадоксов, прежде всего парадоксов расселовского типа �. Первая реакция математического сообщества на обнаруженные парадоксы (причем, в их числе оказались и сами создатели новой концепции числа) можно трактовать либо как «испуг», или, если воспользоваться терминологией Лакатоса из <1>, как (заведомо избыточное) «отступление в безопасную область» (см. различение консистентных и неконсистентных множеств у Кантора; различение класса и множества и создание теории типов у Рассела), — либо как полное неприятие концепции «чистых чисел», т.е. «полное отступление назад» (например, у интуиционистов). Позже, к середине ХХ в., ситуация изменилась, т.к. математики преодолели первоначальный «испуг» и научились более аккуратно работать с «новыми числами»: были предложены аксиоматические уточнения «наивной» теории множеств. Теория множеств превратилась в «фундамент» здания математического знания, а теоретико-множественный язык — в базовый язык математических рассуждений. Однако одна из наиболее острых проблем современной математики — проблема (возможной) парадоксальности теории множеств была все же не столько решена, сколько «отодвинута» в сторону. Поэтому дальнейшее уточнение концептуальных основ «новых чисел», предложенных Г. Кантором и Г. Фреге, (в том числе, и для полноценного разрешения проблемы (не)парадоксальности теории множеств) — одна из насущных задач, стоящих перед математикой и философией математики ХХI в.


� Заметим, что это одна из важных интенций кантовского анализа деятельности «чистого разума», который анализирует не человеческое познание, а «чистое» познание (познание вообще) и в ходе своего анализа вводит не субъективные «врожденные идеи», а априорные формы, имеющие всеобще-необходимый, т.е. сверх-гуманитарный, характер. Поэтому неосновательны обвинения Канта в субъективном идеализме, против которых он активно возражал.


�   Замечу, что в данном случае (тексте) математика рассматривается как единый феномен, т.к. здесь анализ математики происходит на первом — «бытийном» — этапе, на котором важно выявить отличие математики от других феноменов. Т.е. на этом этапе анализа «рассмотрение математических теорий в «горизонтальной» плоскости общего математического знания» (П.С. Куслий) вполне оправданно.


� Это утверждение «впрямую» применимо лишь к арифметике, но может быть расширено и другие составляющие математического знания, если число трактовать максимально широко.


� Более тщательный анализ этого квазитождества (любое число можно трактовать как «сумму» его самого и (бесконечного) «нулевого» члена) и мыслительная «разработка» этого обстоятельства привели к созданию в 60-е годы ХХ в. нового раздела математики — нестандартного (неархимедова) анализа А. Робинсона.


� Более точно, Фреге предлагает различать отношения «subter» (отношение принадлежности — () и «sub» (отношение включения — (), смешение которых и приводит к парадоксу [см. <3; с. 263—271>, а также примечания и послесловие Б.В. Бирюкова к <3>].


� В своем анализе [«О парадоксе Рассела» — http://www.philosophy.ru/library/physics/paradox1.doc] я показываю, что расселовский парадокс тоже относится к числу квазипарадоксов, и может быть «разрешен» при четкой фиксации разных аспектов рассмотрения абстрактных сущностей.
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