Катречко С.Л.

О (концепте) числе(а): его онтологии и генезисе

В начале было Ничто.

Ничто устало быть Ничем

И решило стать Нечто.

Нечто захотело познать Всё,

поэтому Нечто разделилось на Части

и Части, опасаясь забыть то, как они

превратились в Нечто, разыскали Порядок.

Порядок дал Частям Числа, которые собрали

Части друг с другом в прекрасные Пропорции.

Далее, из Ниоткуда, тесно связанного с

Ничем, пришла Иррациональность.

Иррациональность прямо заявила о том, 

что Части На самом деле были Ничто.

Просветившись, Части тихо вернулись обратно в Нечто, которое, как теперь они узнали, 

в действительности есть Ничто, 

и представили поиск Всего Числам. 


(Сара Восс  Миф о Числе)
0. Концептуальный анализ

Философия занимается концептуальным анализом, или анализом концептов
. Соответственно, философия математики должна заняться в первую очередь анализом категориального базиса математики, основу которой составляет концепт числа.

Один из центральных постулатов концептуального анализа, состоит в том, что любой концепт имеет составной характер и, поэтому, задача анализа заключается в том, чтобы выявить смысловые составляющие концепта и взаимосвязи между ними, т.е. эксплицировать его сложную структуру. Методологию анализа выразим с помощью правила схоластов: «Хорошо учит тот, кто хорошо различает». Соответственно, наша задача заключается в том, чтобы проанализировать (сложную) структуру концепта числа.

Что собой представляет концептуальный анализ? Поясним это на примере рассуждения Кузанского о совпадении абсолютного максимума и минимума: 


«Абсолютный максимум пребывает в полной актуальности, будучи всем, чем он может быть, и по той же причине, по какой он не может быть больше, он не может быть и меньше: ведь он есть все то, что может существовать. Но то, меньше чего не может быть ничего (то, что не может стать меньше — К. С.), есть минимум. Значит, раз максимум таков, как сказано, он очевидным образом совпадает с минимумом…

Очевидно, что уже из этого фрагмента следует тезис о тождестве максимума и минимума. Во-первых, абсолютный максимум должен включать в себя все, в том числе и минимум, ибо в противном случае он не мог бы называться абсолютным максимумом (тем самым обоснован более слабый тезис о включении минимума в максимум). Во-вторых, максимум как абсолют не может быть уменьшен: абсолют не может быть ни меньше, ни больше, — ибо в этом случае он перестанет быть абсолютом. Однако ниже Кузанский усиливает (проясняет) свою аргументацию путем проведения концептуального анализа. Сначала он выделяет в составе концептов две взаимосвязанные, но все же различные идеи: максимальность и количественность. Затем показывает, что при исключении чуждой для абсолюта идеи количественности, концепты абсолютного максимума и минимума (по идее максимальности) совпадают.

… Все это для тебя прояснится, если представишь максимум и минимум в количественном определении. Максимальное количество максимально велико, минимальное количество максимально мало; освободи теперь максимум и минимум от количества, вынеся мысленно за скобки «велико» и «мало», и ясно увидишь совпадение максимума и минимума: максимум превосходит все и минимум тоже превосходит все; абсолютное количество не более максимально, чем минимально, потому что максимум его есть через совпадение вместе и минимум» [2, c. 54] 
.

Часть 1. Онтология числа

1. Отвечая на вопрос: «что такое математика?», можно в первом приближении сказать, что математика есть наука о ЧИСЛЕ. Однако этот тезис требует уточнения.

1.1. Во-первых, в точном смысле слова наукой о числе как таковом (в узком значении) занимается не вся математика, а ее часть — арифметика, или алгебра; другая же часть математики — геометрия — занимается не числовыми, а точкоподобными объектами. Т.е. математика занимается и числом, и точкой. Контраргументом против подобного расширения предмета математики являются процедуры редукции геометрических объектов к числовым (аналитическая геометрия Декарта, гильбертовская формализация геометрии, теоретико-множественная семантика), а также концептуальная близость числа и точки. Для предотвращения суживания предмета математики из-за ассоциации числа с арифметическим числом переформулируем тезис, заменив в нем термин «число» на «числоподобный объект»: математика изучает системы числоподобных объектов (далее под числом мы будем понимать числоподобный объект
).

1.2. Однако произведенное выше расширение предмета математики может оказаться недостаточным. Дело в том, что тесная увязка математики с числом может существенно ограничить сферу математики, если число является лишь разновидностью некоторой более широкой категории. Это указывает на необходимость прояснения соотношения концептов числа, количества, величины
. Родовым же по отношению к концепту числа является концепт математической формы
. Тем самым математика является не содержательной, а формальной наукой, наукой о математических формах (структурах по Бурбаки, [4]), а ее разные разделы связаны с изучением различных типов математической формы, как-то геометрическая форма, арифметическая форма etc.

1.2.1. Данная в п. 1.2 характеристика математики указывает на содержательную — видовую — характеристику математической формы: математика исследует числовые, или количественные, формы. Использование здесь категории количества подчеркивает то, что математика работает не с качественными абстракциями, которые используются в других науках, а с количественными абстракциями второго порядка.

1.2.2. Специфика математического как числовых (количественных) форм на грамматическом уровне выражается в противопоставлении прилагательных как качественных предикатов и числительных как количественных форм (метапредикатов). Фреге подчеркивает, что числовые предикаты сходны с предикатом бытия, который также имеет не-содержательный (формальный) характер [6, стр. 80].

1.3. Указание на формальный характер математики сближает ее с логикой, которую, в свою очередь, можно определить как науку о логических формах (в силу этой близости дальнейшие рассуждения, вплоть до п. 6 применимы и к логике)
. С другой стороны, ранее мы противопоставили математику другим — содержательным — наукам. Поясним это чуть подробнее. Рассмотрим следующий ряд: история — психология (социология) — биология — химия — физика — математика — логика (грамматика), в котором науки расположены в соответствии с «силой» запретов, накладываемых ими на универсум. Первая из перечисленных наук, история изучает уникальные (исторически неповторимые) события, поэтому она накладывает максимальное число запретов на универсум, что исключает какую-либо вариабельность исторических событий, т.е. приводит к максимальному сужению изучаемого исторического универсума до одной-единственной — фактической — исторической линии. Последующие науки ряда накладывают меньшее число ограничений и, вследствие этого, (1) изучают более широкие фрагменты универсума и (2) допускают большую вариабельность. Биологическая теория, например, в числе своих законов не учитывает запретов, связанных с социальной организацией человека. Зато и веер возможных сценариев биологического развития (например, жизни на Земле) намного богаче, а сфера применимости биологии гораздо шире, поскольку ее законы справедливы не только для Земли последних нескольких тысяч лет. Принципиальная граница проходит между последней содержательной наукой физикой и математикой (логикой). Если все остальные науки, несмотря на их различие по степени общности (сфере применимости), занимаются изучением только одного — нашего действительного — мира, то математика и логика изучают закономерности, присущие (под)множеству возможных миров (в идеале — любому возможному миру). И хотя число запретов этих наук минимально (например, логика, по сути, запрещает только противоречивость универсума рассуждений), однако «сила» законов (запретов) этих наук имеет уже абсолютный и всеобщий характер
. Именно это и придает математическому знанию аподиктический характер: истины математики являются лейбницевскими истинами разума, справедливыми для любого возможного мира, в том числе и для нашего мира.

2. Что означает формальный характер числовых предикатов? Если прилагательные служат для выражения качественно-содержательных свойств самой вещи, то формальные количественно-числовые предикаты выражают признаки не вещи, а «объемные» — экстенсиональные — признаки некоторого общего понятия, под которое подводится эта вещь (resp. интенсиональные свойства понятий изучает логика понятий). Здесь мы солидарны с концепцией числа Фреге, суть которой он выражает с помощью пассажа Спинозы: «…ибо мы мыслим вещи под [категорией] числа только после того, как они подведены под некоторый общий род (выделено нами — К.С.). Так, например, человек, держащий в руке сестерцию и империал, не подумает о числе «два», если он не имеет возможности назвать их одним и тем же именем, а именно: «монетами», или «деньгами», ибо в этом случае он может утверждать, что имеет две монеты, так как этим именем он обозначает как сестерцию, так и империал» [6, с. 77]
.

2.1. Указание на экстенсиональный характер числовых предикатов позволяет привлечь к нашему анализу кантовское различение интенсивных и экстенсивных величин [10, с. 136—141] и определить математику как преимущественное исследование экстенсивных величин. «Экстенсивной я называю всякую величину, в которой представление о целом делается возможным благодаря представлению о частях (которое поэтому необходимо предшествует представлению о целом). Я могу представить линию, как бы мала она не была, только проводя ее мысленно, т.е. производя последовательно все [ее] части, начиная с определенной точки…» [10, с. 137]. Специфика математического определяется Кантом как синтез однородного [10, с. 136]
. Т.е. математика исследует не саму вещь саму, а ее созерцательный аналог. Это как бы внешний взгляд на вещь и фиксация занимаемого ею пространственно-временного места (набора мест): например, вместо анализа свойств реального движения, математика изучает свойства математического аналога движения — неподвижной траектории. При этом познание внутренней самости вещи (например, сути движения) не изучается, зато схваченное с этой — внешней — точки зрения место вещи предстает как (экстенсивная) величина, т.е. поддается измерению.

2.2. Выше мы определили числовые предикаты как абстракции второго уровня, подчеркивая их не-содержательный характер. Это не совсем точно, т.к. сфера математического содержит количественные абстракции и более высоких типов. Конечно, все они являются формальными по отношению качественно-содержательным предикатам, но между собой образуют своеобразную гилеоморфную иерархию. Подробнее мы будем говорить об этом ниже, при обсуждении вопроса о слоистом строении числовой сферы.

3. Формальный характер математического знания указывает на то, что любое ЧИСЛО — идеально. Этим мы отнюдь не приписываем математическим объектам реального существования в каком-нибудь платоновском мире идей или в третьем мире Поппера. Наша трактовка идеального связана с концепцией возможных миров, а под идеальным мы понимаем любое превосхождение реального. В частности, идеальным является, отличный от действительного возможный мир и тем более множество всех возможных миров. Математическое представляет собой количественный срез ядра этого множества, общего для всех возможных миров. Такое расширение сферы идеального (по сравнению с реальным) ведет к снижению его онтологического статуса: идеальное имеет не действительный, а возможный характер своего существования, идеальный мир является всего лишь возможным миром. Тем самым числа (как таковые) ненаходимы в реальном мире физических вещей (ср. известным выражением «ЧИСЛА на дороге не валяются»), что не исключает (1) их проявленности в нашем мире, т.е. нахождения в нем их символьных аналогов и (2) «непостижимую эффективность» математического в мире (парафраз тезиса Ю. Вигнера).

3.1. Соотнесение числа с идеальным, делает необходимым задачу прояснения концепта идеального. Поскольку здесь эта задача имеет вспомогательный характер, то ограничимся указанием на два главных смысловых момента этого концепта.

Во-первых, первоначальный смысл идеального задается платоно-аристотелевским различением двух «миров»: «мир вещей vs. мир идей» (Платон), или «материя vs. форма» (Аристотель). Т.е. идеальное может быть отождествлено с формальным и поэтому математика является анализом формально-количественных аспектов существующего.

Во-вторых, число есть не столько результат абстрагирования от материального (что постулируется натуралистической трактовкой числа), сколько идеализированная сущность. Т.е. число есть результат идеализации, или гуссерлевской идеации (второй смысловой момент концепта идеальное). Для прояснения различения абстрагирования от идеализации обратимся в кантовскому различения аналитического и синтетического, которое вместе с тем является и ключом к ее решению проблемы «эффективности» математики в мире физических объектов (см. п. 5). Абстрактное всегда вторично, или аналитично: оно выводимо из конкретно-первичного основания абстрагирования. Поэтому, если математические сущности абстрактны, то неясно как они могут быть эвристичны. Идеальное же  — синтетично, содержит новые смыслы, которые при переносе на действительный мир дают нечто новое. Поэтому математика и открывает новое в мире вещей, является «непостижимо эффективным» инструментом выявления новых аспектов, связей и соотношений. Может быть, одним из самых впечатляющих примеров привнесения нового может служить идея симметрии (ср. с кантовской рефлективной способностью суждения, которая привносит эстетические идеи (красоты) в природный мир).

4. Идеальность математического ставит барьер попыткам приписать числу и/или его генезису эмпирический характер: сначала люди работали с телесными получислами типа пифагорейских камешков, а потом, в результате абстрагирования, возникли абстрактные числа, т.е. числа как таковые (см. текст С. Бычкова). Во-первых, любая натурализация числа не может объяснить аподиктически-синтетический характер чисел, т.е. каким образом математическое имеет аподиктический характер для всех возможных миров. Во-вторых, натурализм является методологически несостоятельными, поскольку предполагает неявно изначальную данность идеи числа, т.е. содержит логический круг.

Одним из принципиальных вопросов, на который должна ответить концепция (генезиса) числа, является вопрос о генезисе идеи числа: откуда пифагорейцы опознали в своих камешках именно числа, а не что-то еще (например, строительный материал)? Другим — является вопрос о генезисе не только первых (натуральных) чисел, но и других, более сложных, числоподобных объектов. Отвечают ли на эти вопросы натуралистические концепции числа? На первый — вовсе нет, на второй — лишь отчасти
.

5. Если вспомнить о теме предыдущей конференции (сборника) «Математика и опыт», то можно сформулировать основную проблему философии математики как проблему соотношения возможных формально-идеальных чисел и реально существующих содержательно-материальных вещей, или проблему эффективности математики. Эксплицируем наш подход к решению этой проблемы. С учетом аподиктично-идеального характера математического знания статус числа можно определить как возможностно-необходимый. Его возможностный характер связан с тем, что в нашем мире числовые закономерности имеют необходимый, но недостаточный характер. Числовые закономерности универсальны и предопределяют общую формальную структуру существующего, но не определяют всех его материально-содержательных моментов. А это значит, что реализация частных идеально-числовых закономерностей в нашем мире связана с выполнением тех или иных (ограничивающих) условий. Главное из них заключается в том, что математика не учитывают качественной специфики существующего, а работает с гомогенным. Поскольку же реальный физический мир не однороден, то (частные) математические законы выполняются в нем с той или иной степенью точности, т.е. имеют вероятностный характер. В предельных случаях, т.е. когда качественные различия между сущностями слишком велики, то математическое знание оказывается заведомо ложным (ср. с принципом фальсификации К. Поппера): например, равенство «2+2=4», справедливое для целого класса возможных миров неприменимо к совокупности («сумме») двух кошек и двух мышей, посаженных в одну клетку.

6. Уточняя принципиальный для нас тезис п. 3, сформулируем центральный тезис этой части нашего исследования: ЧИСЛО имеет символически-идеальный характер бытийствования (термин существования мы резервируем для реального — «физического» — существования). В чем заключается символический способ бытийствования чисел? Для прояснения этого воспользуемся концепцией третьих вещей
, зачатки которой можно найти уже в аристотелевском различении фюзиса (φύσις) и технэ (τεχνη)
. Суть концепции в том, что помимо обычных — физических, природных — вещей и феноменов сознания есть еще и третьи вещи, имеющие сверхприродный, т.е. смешанный природно-культурный (физически-сознательный) статус. Третьей вещью является любой артефакт и, даже, любая природная вещь, функционирующая в культуре, поскольку она в этом своем качестве имеет еще и особое культурное — символическое
 — значение, которое как бы просвечивает сквозь природный материал. Понятно, что культурная составляющая, являясь вторичной, как бы надстраивается на первичной — природной — составляющей; а для понимания этого символического значения требуются, во-первых, особое устройство познавательного аппарата (сознания) человека и, во-вторых, причастность человека к соответствующему коду дешифровки символов [16]. В качестве примера третьих вещей рассмотрим деньги. При нашей попытке трактовать деньги натуралистически, т.е. при их трактовке как вот этих физических предметов (металлических монет), остается непонятным, что делает эти предметы собственно деньгами. Дело здесь обстоит в том, что через физическую — материальную составляющую — в деньгах (символически!) просвечивает их не-материальная — формально-идеальная — сущность, о которой мы знаем (а, например, маленький ребенок или туземец — нет). Дополнительная же сложность этого примера связана с тем, что денежная составляющая является уже вторичной культурной надстройкой, поскольку надстраивается не только над их природной основой, но и над их первичным культурным значением, каковым является, например, использование металлических кругляков в качестве украшения. Также обстоит дело и в случае с пифагорейскими камешками — числами. Здесь существенно не их телесность, а то, что они функционируют в своем символическом качестве числа. В этом смысле решающий шаг был сделан именно пифагорейцами и последующий генезис числа не привнес ничего принципиально нового, кроме укрепления осознания того, что сущность (природа) числа не в их материальном носителе, а в их идеальной природе: поэтому камешки превратились в современные цифры, где материальная составляющая чисел сокращена до минимума. При этом не исключено, (1) что сами пифагорейцы как первооткрыватели числа
 еще не вполне ясно понимали всю глубину своего открытия и первоначально числа фигурировали в виде превращенной формы, когда на первый план выходит менее существенный для их функционирования материальный фактор; или (2) что так, посредством акцентирования внимания на материальном носителе, первоначально непонятную идею числа можно было сделать доступной для учеников и остальных современников.

6.1. Приведенная аналогия проясняет суть символической природы числа, но все же несколько неточна. Числовой символизм имеет более фундаментальный характер, чем культурный символизм технэ. Вернемся к нашему примеру с монетой. Допустим, что мы не опознаем ее как (денежную) монету и даже не опознаем ее в качестве некоего культурного феномена, т.е. считаем ее чем-то природным. Но и в этом случае мы сможем сказать, что она одна (+ зафиксировать другие ее количественные характеристики: вес, размер…), т.е. выявить ее числовую форму. Соответственно, при опознании в монете (как третьей вещи) вторичных культурных составляющий числовые формы
 начинают очисливать каждую из них, расширяя набор количественных характеристик: теперь, например, исчисляется не только (природный) вес и размеры вещи, но и величина ее денежной составляющей — номинал (стоимости) монеты. Тем самым число является универсальным символом (архетипом), просвечивающим сквозь любой — природный и культурный — материал вещи. Здесь мы солидарны с тезисом Хайдеггера о непосредственно-априорном характере математического: «”τά μαθήματα” означает для греков то, что при рассмотрении сущего и обращении с вещами человек знает заранее (подчеркнуто мной. — К.С.): в телах — их телесность, в растениях — растительность... К этому уже известному, т.е. математическому, относятся, наряду с вышеназванным, и числа. Обнаружив на столе три яблока, мы [непосредственно] узнаем, что их там три» [17, с. 43].

6.2. Универсальность числового символизма указывает на его взаимосвязь не столько со спецификой какой-либо (например, греческой) культуры, а с глубинными механизмами человеческого сознания. Тем самым мы предполагаем трактовку человека как символического животного (Э. Кассирер), ибо в противном случае непонятно, как происходит восприятие числовых форм-символов. Базисом же этой концепции служит аристотелевское учение о душе как форме форм, т.е. как таком органе познания, который способен к восприятию форм (символов) вообще и числовых форм в частности.

6.3. Превращенный характер пифагорейских чисел предопределяет развитие математического от абстрактного к конкретному. В ходе продумывания первоначального концепта числа последующая мысль развивалась двояко. С одной стороны, происходило углубление в осознании идеальной природы числа и очищение области числового от инородных материально-содержательных моментов; с другой стороны, сфера числового расширялась за счет открытия новых типов числоподобных объектов (ср. с развитием математики от натуральных к комплексным числам). Основными этапами конкретизации первоначального концепта числа можно считать выделенные Бурбаки математические структуры: алгебраические, порядковые и топологические. В топологических структурах элементы максимально безличны (точки неотличимы одна от другой); в структурах порядка элементы уже упорядочены с помощью отношения «больше-меньше»; в алгебраических структурах каждый элемент имеет свое уникальное (порядковое) имя — число, т.е. здесь числовое получает свое максимальное выражение.

Промежуточный итог (пп. 1—6): математика как наука о мыслимом работает с архетипической символически-идеальной количественной формой — ЧИСЛОМ.

Далее наш анализ разделяется на две относительно независимые части. Первая — связана с развитием с развитием тезиса п. 2.2 о слоистом характере области числа. Вторая — посвящена генезису числа, о чем мы говорили в п. 6.2. Порядок расположения этих частей может быть изменен.

Часть 2. Слоистая структура идеально-числовой сферы

7. Очертив внешние границы идеально-числовой сферы, перейдем теперь к анализу ее внутренней структуры. Т.е. наш анализ теперь сосредоточен на выявлении различных онтологических слоев и видов числового. При этом нас интересует не столько различные типы чисел с математической точки зрения: как-то различие между натуральными, целыми, рациональными, действительными и комплексными числами, сколько онтологические различия между числами, в том числе и вышеперечисленными. Более того, современная математика существенно обогащает количество числоподобных объектов, вопрос об онтологическом статусе которых остается открытым. Особый интерес здесь представляет концепция числа Фреге, в которой, по сути, вводится отличный от обычных измерительных чисел принципиальный новый класс счетных (мета)чисел [11b]. 

Исходя из общего тезиса о том, что бытие в целом и область идеального (в частности) имеет слоистую структуру (Н. Гартман, [18]), наш тезис таков: идеально-числовая сфера имеет свою собственную слоистость (ср. с теорией типов Рассела vs. кантовской определением математики как сферы гомогенного)
. 

7.1. Разработка концепции слоистого бытия числового восходит к платонизму. Платон, например, различает первичные эйдосные числа и вторичные математические числа
, а в «Тимее» намечает различие между геометрией и арифметикой. Прокл в комментарии к Евклиду проводит уже четкое онтологическое различение на «метафизическую» арифметику и «физическую» геометрию [11а]. Позже Августин различает пространственные и временные числа (см. текст В. Глебкина). Однако четкого критерия различения чисел у платоников нет. Не является таковым и «привязка» геометрии к воображению, а арифметики к интеллекту: знаменитый декартовский пример с хилигионом и, тем более, введение абстрактных геометрических объектов показывают, что геометрия, как и арифметика, также скорее относится к сфере умопостигаемого.

7.2. Для прояснения онтологических различий возьмем в качестве критерия пространственно-временную пару, варьирование которой задает четыре сферы бытия: пространственно-временную (физическая реальность); пространственно-вневременную (область классической математики); непространственно-временную (область вычислительной (алгоритмической) математики; виртуальная реальность
); и, наконец, непространственно-вневременную (метафизическая реальность).

7.2. Внутри непространственно-временной сфера выделим две подобласти.

7.2.1. Во-первых, это область количественно-измерительных чисел, к которой принадлежат основные типы арифметических чисел. Более точной характеристикой этой области было бы следующее: это область не чистого количества, а качественного количества. В данном случае числа функционируют как измерительная мера физических качественных величин, а областью их применения является мир вещей (поэтому эти числа можно назвать вещными). Различия же между натуральными, целыми, рациональными, иррациональными, комплексными числами имеют не онтологический, а операциональный характер: каждый из последующих типов чисел обеспечивает полноту применения соответствующей арифметической операции: сложения и умножения, вычитания, деления, извлечение корня. Интересная попытка их «логического» (диалектического) структурирования принадлежит Лосеву [3], которая, несмотря на некоторые нестыковки, в целом справляется с поставленной задачей.

7.2.2. Во-вторых, это область порядковых (счетных) чисел, которые являются метачислами, поскольку функционируют как средства счета (пересчета) количественно-измерительных чисел. Этот тип чисел вводится в работах Фреге [6], который рассматривает их как признаки не элементов первого уровня — вещей, а элементов второго уровня — объемов понятий]
. Тем самым он отказывается от вещной трактовки числа, т.е. понимания числа как атрибута вещи, что, например, позволяет прояснить смысл ноля.

7.3. Различие измерительных и счетных чисел покажем путем выявления двух взаимопереплетенных смыслов математического аналога Единого — числовой Единицы. С одной стороны, Единица — это количественно-качественный один, т.е. начало вещного измерительного числового ряда, или бытийная единица. С другой стороны, Единица является первым элементом счетного ряда чисел — нолем, т.е. ничтойной единицей (ноль как «мощность» пустого множества (понятия) соотносится с ничто
). В грамматике это смысловое различие фиксируется различением количественных и порядковых числительных: единица — это и количественный один, и порядковый первый ноль.

7.4. Если сферой применения измерительных чисел (как развертки бытийной единицы) является пространственно-временная реальность, то сфера же применения счетных чисел (как развертки ничтойного ноля) гораздо шире. Она представляет собой область возможного, которая включает в себя не только реальные объекты, но и фиктивные — ничтойные — объекты, не имеющих денотата, но имеющих смысл (например, золотая гора, кентавр и круглый квадрат). Это позволяет высказать тезис о возможности ничтойной математики, основанием которой является возможность упорядочивания «пустых» понятий. Пусть, например, выражение «не-круглый круг» является выражением абсолютного противоречия. Помимо этого противоречия существуют еще и относительные противоречия типа «круглого квадрата». Согласно логическому закону обратного соотношения объема и содержания понятия ряд «книга — учебник — учебник по логике — учебник по логике Черча» завершается единичным понятием. Следующим членом этого ряда должно быть «пустое» понятие с нулевым объемом, например не-черчевский учебник по логике Черча. Согласно тому же закону это пустое понятие должно обладать всеми признаками этого рода. Однако возникает вопрос: принадлежит родовому понятию «книга» другое пустое понятие, например круглый квадрат? Семантические соображения подсказывают отрицательный ответ: разные «пустые» понятия хотя и имеют нулевой объем, однако различны и, более того, можно задать их определенный порядок, а абсолютно пустое понятие, или абсолютный ноль (например, не-круглый круг), есть предельный случай «пустого» понятие, которое содержит все предикаты, т.е. является начальным элементом любого понятийного ряда.

8. Выделенные выше три сферы бытия (1, 3 и 4
; ср. с тремя мирами Поппера) указывают на возможность развития не-физических математик для ментальной и метафизической сфер бытия
. Из-за их физической непространственности применение физической математики здесь ограничено (неадекватно), а условием развития не-физических математик является введение особых квазипространственных сред.

8.1. Что можно измерять в области ментального? Видимо, интенсивность и временной порядок ментальных процессов. На эту роль вполне годится вычислительная математика. Как и любая математика, вычислительная математика не может претендовать на познание «внутренности» ментальных процессов. Она может выявить (числовые) закономерности только внешнего плана этих процессов: с этим справляется понятия алгоритма и информации, последнее из которых также выполняет роль квазипространственной среды. Онтологическая специфика сферы ментального предопределяет отличие гуманитарной математики от классической — физической — математики, и поэтому сейчас происходит активный процесс конституирования вычислительной математики в самостоятельную сферу гуманитарных исследований computer science, тяготеющую к логике и психологии.

Отличием не-физических математик (ментальной математики) является то, что они должны включать в свой арсенал интенсивные величины. Приведем в этой связи примечательный пассаж из работы Рибо: «Сознание походит на фреску, в которой переход одного цвета достигается благодаря употреблению разных степеней света и тени. Идея пера, чернильницы не есть что-либо постоянное, резко очерченное, как резко очерчены сами эти предметы» [23, c. 194]. Указанная расплывчатость объектов сферы сознания (идеального) ограничивает возможности применения здесь экстенсивной математики.

8.2. Развитой метафизической математики пока не существует. Основными техниками анализа идеального на сегодняшний день являются логика и диалектика, которые представляют собой скорее качественный уровень анализа, в то время как математика должна исследовать его количественный аспект. Однако логика и диалектика определенным образом упорядочивают эту область: логика выстраивает родо-видовые иерархии понятий, а диалектика строит их линейно-спиралевидные смысловые цепочки. Тем самым создается определенная гомогенная среда смыслового пространства, что является предпосылкой для последующего (возможного) применения средств математики.

Трудность, с которой придется столкнуться метафизической математике состоит в том, что количественные формы а сфере идеального имеют вырожденный характер, т.к. там находятся лишь абсолютные предметы, которые с трудом поддаются (числовому) измерению (ср. с рассуждением Кузанского о совпадении максимума и минимума).

Промежуточный итог (пп. 7—8): различение измерительных и счетных чисел —лишь первый подход к различению слоев этой области. Дальнейший анализ может привести к еще более тонкому различению, на основе которого и будут развиваться постулируемые нами ментальная и метафизическая математики.

Часть 3. Генезис числа

9. Ранее мы показали несостоятельность натуралистических концепций возникновения числа. С другой стороны, (нео)платоновское придание математической сфере особого промежуточного статуса между миром вещей и миром идей, т.е. утроение мира, также представляет собой слишком сильное онтологическое допущение. Избежать опасностей натурализма и платонизма можно, если подойти к вопросу о специфике математики не онтологически, а эпистемологически. За основу здесь можно взять деятельностный подход кантовского трансцендентализма, в рамках которого необходимо соотнести генезис ЧИСЛА с определенными механизмами сознания. Ранее впечатляющая попытка подобного рода уже была предпринята А.Ф. Лосевым [3], которая в силу исторических обстоятельств не была завершена.
9.1. Суть нашего подхода состоит в построении такой модели познавательного акта, которая объяснила бы генерирование числовых форм, при условии, что никаких начальных знаний, в том числе и знания о числе (идее числа), у субъекта познания еще нет. Решающим здесь является кантовский синтез схватывания
, который осуществляет конечный трансцендентальный субъект, обладающий также рефлексией, благодаря чему синтез схватывания превращается в сложный иерархический акт и происходит генезис от простейших типов чисел к более развитым числовым объектам.

Первоначальный акт схватывания начинается с (пред)полагания неопределенного многообразия, кантовского неопределенного предмета х. Это неопределенное нечто, во-первых, есть до всякого акта мышления (сознания) и даже до всякого чувственного акта, и, во-вторых, оно воздействует на нас. И вот когда мы бросаем взгляд на это нечто (т.е. наша мысль нацеливается на него), то это первоначальное нечто схватывается нами: мы что-то выхватываем из этой серой массы, синтезируя его как Это. Заметим, что в силу нашей конечности, мы можем схватить только какую-то часть (конечный квант) первоначального нечто: Это схватывается как что-то одно (Это1) т.е. полагается как единица. Но единица содержит в себе ограничение, поскольку помимо одного есть и другое: этому всегда противостоит неопределенное то (иное), представляющее собой фон, на котором происходит акт схватывания. В этом ином и содержится последующая множественность, или двоица (как противоаналог единицы). В последующих актах схватывания из неопределенной двоицы синтезируется весь числовой ряд, т.к. в результате следующих актов схватывания из оставшегося после первого схватывания иного будет выделено Это2, потом Это3 и т.д.
.

Правда, пока, в точном смысле слова, говорить о синтезе числового ряда нельзя: для этого необходимо совершить новый (мета)акт схватывания. Вспомним, что процесс познания начался с полагания неопределенного многообразия. В результате совершения последовательных актов схватывания произошло его определенное упорядочивание, но вместе с этим появляется новое многообразие отдельных, хотя и схваченных нами единицы (Это1), двойки (Это2), тройки (Это3)… Это новое многообразие выступает как основа для нового синтеза схватывания
. Тем самым из отдельных единиц полагается новый числовой (мета)объект: натуральный числовой ряд или континуум, который образуется путем синтеза первоначально положенных точек.

9.2. Ненадолго прервем наш анализ процесса познания задержимся на первом схваченном Этом1, в котором проявляется суть математического.

Чем математика отличается от содержательных познавательных практик естествознания (физики, химии etc)? Возьмем в качестве примера радугу или цветовой спектр. Т.е. радуга выступает сейчас как первоначально-неопределенное нечто, которое предшествует акту схватывания. Первому акту полагания соответствует выделение какого-либо цвета, например красного. Заметим, что схватывание красного можно осуществить двумя типами актов. Первый из них представляет собой содержательное схватывание, т.е. выделение красного на основании его качественных характеристик. Такого рода акты и приводят к развитию физических (в широком смысле этого слова) практик. Однако, вместе с ним (или параллельно с ним, или вместо него (?)) возможен полагающий акт другого типа, а именно формальное выделение вот этого красного как одного из цветов спектра. При этом, конечно, не схватывается его качественная краснота, зато с помощью Это1 фиксируется его формально-количественная характеристика как первого левого члена данного ряда. Это и есть собственно математический акт, спецификой которого является фиксация «внешнего» местоположения схватываемого предмета.
(Заметим, что помимо двух вышеописанных здесь совершается и третий познавательный акт, который предшествует первым двум. Если при схватывании мы отвлекаемся как от качественной, так и от количественной специфики предмета, то мы совершаем максимально абстрактный метафизический акт, фиксируя простое наличие Этого, т.е. полагаем сущее как сущее, а не сущее как таковое (физический акт) и не сущее как одно (математический акт). Здесь мы следуем Аристотелю, который выделял три возможных модуса познания сущего: физический, математический и метафизический [24, с. 374]
).
9.3. Вернемся к нашему анализу математического познавательного акта. Выше мы выделили три основные бурбакистские математические структуры. Каким образом они конституируются в ходе акта схватывания? Различие между алгеброй и топологией задается так. Первым математико-полагающим актом схватывается Одно, причем в процессе его полагания надо различить два момента. Во-первых, внимание субъекта может быть сосредоточено на центре Одного, как бы сфокусировано на нем самом — и тогда Одно полагается в качестве арифметической единицы. Так возникает арифметика (алгебра), которая основана на обособлении единиц друг от друга, т.е. является существенно дискретной. Во-вторых, наше внимание может быть как бы расфокусировано, т.е. направлено на края Одного. Тогда мы фиксируем не арифметическую единицу, а геометрическую точку как внешнее место Одного. В этом модусе схватывания для нас важна уже не единичность Одного, а его взаимосвязь с другими точками. Тем самым мы совершаем топологический (геометрический) математический акт, в ходе которого постулируется не дискретность, а континуальность: граница Этого1 выступает здесь не как фактор его обособления, а как его место встречи с Другими. Т.е. геометрическая точка выступает как инобытие (арифметического) числа, как его пространственное место. Для прояснения этого различия можно привлечь кантовский подход к сочетанию метафизического и геометрического из его «Физической монадологии»: каждая монада помимо своего арифметического центра (как интенсивного средоточия), обладает и геометрической сферой влияния (местом) 
, причем синтез этих мест и составляет непрерывный континуум в отличие от дискретного ряда (арифметических) единиц.

Структуры порядка имеют более сложный генезис. Они возникают в акте схватывания второго порядка и предполагают акт анализа. В этом случае мы, наряду с синтезом Этого1, … Этогоn в арифметический ряд или геометрическую прямую, совершаем акт анализа их местоположения относительно друг друга, т.е. наше внимание схватывает находится ли Это1 правее или левее (выше—ниже) Этого2 (других Этихn).
9.4. В заключении наметим еще одну линию анализа. Ранее мы отвлеклись от перцептивно-апперцептивной структуры акта схватывания
, сосредоточив свой анализ на внешней перцептивной составляющей. Но в акте схватывания есть также внутренний апперцептивный момент, который в перцептивном синтезе проявляется как акт внимания, предшествующий схватыванию, а в своей сущности представляет собой самосхватывание субъекта познания. Т.е. на самом деле в процессе познания одновременно конституируются (схватываются) как эмпирический субъект познания, так и его объект. Выявленная выше иерархическая структура акта схватывания в перцептивном синтезе приводит к конституированию пространства (дискретно-арифметического или континуально-геометрического), особенностью которого является координация (рядоположенность) его элементов как Это1 … Этоn и, соответственно, к конституированию внешних (пространственных?) чисел; а в апперцептивном синтезе (за счет рефлексивного подъема от сознания к само— и само-само-сознанию и т.д.) — к конституированию временности, особенностью которого является субординация (иерархия) его элементов, и, соответственно к конституированию внутренних (временных?) чисел
.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 (выдержки из текстов предыдущего года, посвященные концепциям числа у Кантора и Фреге)
11а Катречко С.Л. К вопросу об «априорности» математического знания

…

Для иллюстрации современных — посткантовских — изменений в понимании природы и статуса математического знания кратко остановимся на анализе взглядов Г. Кантора и Г. Фреге. Наша задача заключается в том, чтобы на примере воззрений этих мыслителей на природу числа показать тенденцию — отчасти анти-кантианскую, отчасти анти-нововременную в целом — к повышению «метафизичности» математики. Надо сразу же оговориться, что оба указанных мыслителя работают в области «арифметики», которая занимает более «высокий» внутриматематический априорный статус, и это несколько сужает индуктивную базу наших обобщений на развитие математического знания в целом, но тем не менее анализ их концептуальных воззрений на природу числа достаточно показателен и характеризует существенное изменение, произошедшие с парадигмой «единой математики» в конце XIX — первой половине XX веков 
. 

Начнем с анализа взглядов Г. Кантора. Остановимся более внимательно на его революционном в концептуальном отношении понятии «кардинального числа». Вот канторовское определение: «”мощностью” или «кардинальным числом» множества М мы называем то общее понятие, которое получается при помощи нашей активной мыслительной способности из М, когда мы абстрагируемся от качества его различных элементов m и от порядка их задания» [10, с. 173]. Результат этой двойной абстракции Кантор обозначает как //М (двойная черта указывает на двойное абстрагирование). Из приведенного определения видно, что канторовское концептуальное переосмысления понятия числа заключается в введении мета-абстрактных объектов «кардинальных чисел» (мета-чисел), которые выступают как результат (вторичного) абстрагирования от обычных — порядковых — чисел, являющихся, в свою очередь, результатом первичного абстрагирования от «качественной» определенности предметов реального мира. Понятно, что это огромный шаг вперед по сравнению «порядковым» («временным») пониманием числа у Канта. Более того этот шаг не только возрождает «метафизическое» понимание математического знания в античности, но и в определенном отношении развивает ее еще дальше. Точнее здесь происходит возрождение самого крайнего пифагоро-платоновского — в противовес аристотелевскому квазиэмпиризму — априоризма античности, поскольку в концептуальном (категориальном) отношении канторовское «кардинальное число» находится «выше» (на шкале умопостигаемости) аристотелевской категории «количества». Т.е. статус канторовской теории множеств, на которой базируется вся остальная математика, не просто формален, как отвлечение от «качественных» особенностей вещей (математика 1 уровня — «квазиэмпирическая математика»), но и мета-формален (математика 2 уровня — мета-математика), поскольку здесь происходит вторая, более «метафизическая», абстракция от категории «порядкового количества». Тем самым в канторовском понятии «кардинального числа» содержится принципиальная возможность для конституирования новой, более абстрактной (т.е. более априорной) математики, математики второго уровня, или «мета-математики» (в широком смысле этого слова). В последующем развитии математики ХХ в. было реализовано несколько проектов канторовского метаматематического подхода: во-первых, это «формализм» (теория доказательств) Д. Гильберта (метаматематика в узком смысле); во-вторых, «логицизм» Б. Рассела («логика» как априорный и более «метафизический» базис математики); в-третьих, «структурализм» Н. Бурбаки (математика изучает не «структуры» физического мира, а «работает» с мета-структурами, т.е. с абстракциями второго уровня — математическими структурами). Вместе с тем необходимо отметить и наличие определенного противовеса этой слишком уж «метафизической» тенденции в развитии математики, а именно: формирование интуиционизма как более эмпирической — «чувственной» по Канту — в эпистемологическом отношении концепции математической деятельности. Однако и в этом случае можно говорить о повышении степени априорности математики, т.к. и для интуиционистов базовой интуицией математической деятельности является более умопостигаемая —«арифметическая» — интуиция «счетного ряда» (см., например, цитированные выше фрагменты из работ Г. Вейля).

Более развернутая в концептуальном плане — и в чем-то даже более радикальная в своей «метафизической» тенденции — концепция числа принадлежит Г. Фреге. Покажем это на примере анализа его фундаментальной работы «Основоположения арифметики (логико-математическое исследование о природе числа)» [11], которая определенным образом учитывает и «метафизические» достижения канторовской мысли об абстрактном статусе (канторовских) «бесконечных чисел». Прежде всего, Фреге убедительно показывает (в частности, критикуя за это и Кантора
), что число не может быть свойством «внешних» вещей наподобие понятия цвета, твердости, тяжести etc и не может получаться путем абстрагирования из предметов, и, тем самым, он опровергает тезис о математике как опытной науке (см. [11], гл. «Является ли число свойством внешних предметов?»). С другой стороны, число, в отличие от Канта, не может быть чем-то субъективным, т.е. «внутренним» представлением (см. [11], гл. «Является ли число чем-то субъективным?»). Поэтому оно должно быть «нечувственным и объективным» [11, стр. 57], т.е. занимать какое-то промежуточное положение между «внешними» вещами и «внутренними» представлениями (ср. с античным — платоновским — решением о промежуточном онтологическом статусе математических (геометрических) объектов). В этом отношении «числа» должны быть подобны предикатам, если мы понимаем их (предикаты) в платоновском смысле как «идеи» (=свойства) вещей. Однако «число» — на примере «единицы» — по своему статусу отличается и от «реальных» предикатов (т.е. является специфическим, несодержательным (мета)предикатом). Вот как Фреге фиксирует это различие: «Если бы «один человек» понимался наподобие «мудрый человек», то следовало бы думать, что «один» может использоваться как предикат, поэтому также как «Солон был мудрый» можно было бы сказать «Солон был один»…Но само по себе «один» не может быть предикатом [в тексте Фреге здесь стоит сноска, которую мы опускаем, но заменяем ее своим разъяснением
 — К.С.]. Еще яснее это проявляется при множественном числе. Тогда как «Солон был мудрый» и «Фалес был мудрый» можно скомбинировать «Солон и Фалес были мудрые», нельзя сказать «Солон и Фалес были один» [11, стр. 58—59]. Далее Фреге, ссылаясь на Баумана и Ст. Джевонса, делает еще один шаг, принципиальный для нас в связи с предшествующим изложением кантовской позиции на природу математики, когда подчеркивает независимость числа от времени (пространства) в связи с возможной применимостью «числа к непространственному и невременному» [11, стр. 71]. Таким образом, последовательно отвергая различные «узкие» (по логическому объему) понимания числа: эмпиристское абстрагирование от предметов (неправомерное сходство числа с качественными признаками предметов — математика как опытная наука); априористское (неправомерное) отождествление числа с пространственно-временными характеристиками существования предметов; восходящее к Платону (неправомерное) неразличение числовых и содержательных предикатов — Фреге приходит к пониманию числа как чистого «количества»
. Суть фрегевского подхода заключается в том, что число является не реальным предикатом (предикатом первого уровня), а предикатом второго уровня, метапредикатом; число является (количественной) характеристикой не предметов как таковых, а характеристикой понятий (о предметах), или, говоря другими словами, характеристикой «неопределенных [абстрактных — К.С.] предметов»: «число приложимо только к понятию [а не к предмету!; выделено мной — К.С.], под которое подводится внешнее и внутреннее, пространственное и временное, непространственное и невременное» [11, стр. 77]. Здесь же он приводит ключевые для уяснения его позиции слова Б. Спинозы: «Я отвечаю, что вещь может называться единой или единственной [т.е. «принимать» числовые — количественные — характеристики — К.С.] лишь по отношению к своему существованию, а не по отношению к своей сущности, ибо мы мыслим вещи под [категорией] числа только после того, как они подведены под некоторый общий род [т.е. когда рассматриваются не сами по себе в своем физическом модусе существования, а как «родовые», т.е. как «логические», или абстрактные, объекты; выделено мной — К.С.]» [11, стр. 78—79]. Обратим внимание на корреляцию категорий «существования» («бытия») и «числа» в этом отрывке. Чуть ниже Фреге эту коррелятивную связь несколько расшифровывает: «В этом отношении существование [предикат существования — К.С.] имеет сходство с числом [с предикатом числа — К.С.]. Ведь утверждение существования есть ничто иное, как отрицание числа ноль [соответственно, полагание числа один в частном случае, когда мы говорим «Сократ» (неявно приписывая ему мета-предикат «есть» («существует») равный числовому метапредикату «один») — К.С.]», поскольку Фреге различает признаки предметов и свойства (метапризнаки) понятий (признак vs. свойство!): например, «…прочность, вместительность, удобство [понятия] дома не могут применяться при его строительстве, наряду с камнями, строительным раствором и бревнами» [11, стр. 80]. Т.е. Фреге сближает основополагающее для арифметики понятие «числа» с основополагающим метафизическим понятием «бытия» и, тем самым, приравнивает эпистемологический — априорный — статус математики (арифметики) статусу метафизики (ср. с кантовским пониманием бытия как отличного от реального, т.е. «содержательного», предиката).

Подводя итог рассмотрению взглядов Фреге, можно сказать, что он обосновал возможность математики как метанауки, исследующей не свойства (эмпирических) предметов, а признаки умопостигаемых понятий о предметах. В этом смысле математика, вернее ее «арифметический» комплекс, является метатеоретической — априорной! — дисциплиной по сравнению с «содержательными» теоретическими дисциплинам типа физики, химии.., или, как принято говорить, математика является не содержательной, а «формальной» дисциплиной, что роднит ее с (формальной) логикой и метафизикой (как учением о (платоновских) «формах»). В середине XX века фрегевское понимание математики (в качестве метанауки) получил развитие в работах Н. Бурбаки, которые рассматривали математику как (мета)науку о (мета)свойствах «математических структур», которые, в свою очередь, могут рассматриваться как канторовские «количественные» абстракции первого уровня (ср. с понятием «кардинального числа» Г. Кантора — см. об этом выше). 

Таким образом, в работах Г. Кантора и Г. Фреге (а позже и у Н. Бурбаки) было показано (обосновано), что математика является неоднородным иерархизированным комплексом знания, многослойной дисциплиной. Помимо «эмпирического» слоя математического знания, связанного с количественно-порядковой характеристикой предметов (абстрагирование от «качественной» определенности предметов), возможна априористская математика второго — «теоретического» — уровня (метауровня), которая изучает более высокие абстракции: «надпорядковые» структуры («кардинальные числа» Кантора) и/или «неопределенные предметы» — понятия (Фреге).
11b. Иерархичность математического знания, «счетные числа» Кантора — Фреге и онтологический статус «нуля» (Из моего ответа на комментарий П.С. Куслия)

….
2. Перейдем теперь к другой теме, поднятой в последней части комментарии П.С. Куслия, которая посвящена анализу математико-философских взглядов Г. Фреге и Г. Кантора. На мой взгляд эта тема заслуживает особого внимания и тщательной проработки, т.к. именно оба этих мыслителя оказали самое существенное влияние на изменение концептуальных основ и развитие современной математики, но, к сожалению, основательного анализа их концептуальных воззрений на природу и сущность математического знания до сих пор не проведено. Надо признать также, что повторное (спустя несколько месяцев после его написания) чтение моего текста в части анализа взглядов этих мыслителей выявило ряд недомолвок и неточностей, на исправлении чего я и хотел бы остановиться здесь несколько более подробно.

Суть математической деятельности составляет работа с ЧИСЛОМ
. Однако вопрос об онтологическом статусе ЧИСЛА до сих пор остается открытым. Как правило большинство исследователей ограничиваются, восходящим к пифагоро-платоновской традиции, утверждением о том, что ЧИСЛО есть особый тип абстракции, занимающий промежуточное положение между физическими объектами и метафизическими сущностями, т.е. математика занимается абстракциями второго порядка (в то время как другие науки — как на экспериментальном, так и на теоретическом уровне — «работают» с абстракциями первого порядка; это необходимо для формулировки любой — даже экспериментальной — закономерности). Зародившийся в Новое время и вполне оформившийся к концу XIX в. классический идеал научного знания был основан на очень устойчивом «сцеплении» физики и математики в качестве единого комплекса [заметим, что «отголоски» этого «сцепления» сохранились у нас и сейчас, когда (1) присваиваются научные степени кандидата и доктора физико-математических наук; (2) создаются и существуют не чисто математические, а физико-математические или механико-математические факультеты университетов]. В рамках этого комплекса ЧИСЛО конституируется в своей измерительной функции, т.е. как средство (единица) измерения той или иной физической величины. Это подтверждается тем, что, с одной стороны, в физических законах числа фигурируют как количественные коэффициенты, имеющие ту или иную физическую — «качественную» — размерность; а, с другой стороны, признаются только те числа, которые имеют внятную физическую интерпретацию. Тем самым ЧИСЛО является количественной характеристикой качественных явлений, т.е. мыслится не как чисто количественная характеристика, а в своей физической ипостаси как количественно-качественная характеристика реально существующих (физических) явлений. Таким образом, онтологически ЧИСЛО выступает как бытийная ЕДИНИЦА, это — (из)мерное количество, или измерительное число, имеющая математико-физическую природу. Наиболее характерным проявлением такого понимания числа является натуральный числовой ряд, «обогащенный» промежуточными числовыми сущностями (что принципиально не изменяет данного концепта числа как измерительной сущности).

В работах Кантора — Фреге (в основном я буду опираться на тексты Г. Фреге [Г. Фреге Основоположения арифметики (логико-математическое исследование о понятии числа). Томск, 2000, <2>; Его же. Логика и логическая семантика. М., 2000, <3>], но можно показать концептуальную близость подходов этих мыслителей; имеющиеся между ними различия в данном случае несущественны) происходит существенное переосмысление онтологического статуса основных математических концептов и, прежде всего, концепта числа. В основу математики кладется число в своей чистоте (число как таковое), которое полностью освобождается от своей измерительной функции в рамках своей физической — «качественной» — ипостаси, а функционирует как средство счета (пересчета). Конечно, это функция числа не является чем-то принципиально новым, просто раньше счетная составляющая числа занимала подчиненное положение в составе общей измерительно-счетной функции, а теперь она освобождается и конституируется в качестве собственной функции. Теперь (новое) ЧИСЛО** — средство счета как таковое — выступает как средство пересчета однородно-равных — в силу утраты их качественных различий — абстрактных объектов, т.е. абстракций второго уровня, а не только как средство счета-измерения абстракций первого порядка — качественно различных вещей (измерение является частным случаем пересчета!). У Фреге (Кантора) число** служит для «измерения» — счета, сравнения, упорядочивания… — сущностей второго порядка: (объемов) понятий (у Фреге) и (мощностей) множеств (у Кантора). Т.е. (новое) канторо-фрегевское число (= «число**») полностью освобождается от своей качественной — «физической» — составляющей (зависимости) и выступает как чистое количество. Другими словами, Кантор и Фреге предложили принципиально новый концепт ЧИСЛА — счетное число, которое по отношению к концепту измерительного числа выступает как (мета)число второго порядка.

Наиболее ярким выражением этого переосмысления статуса ЧИСЛА является «включение» в числовой ряд нуля, который до этого воспринимался как некий вспомогательный элемент («языковая фикция» по Д. Гильберту), служащий для обеспечения функциональной полноты арифметических операций, но собственного (самостоятельного) «физического» статуса (т.е. собственной содержательной «позитивной» интерпретации) не имел. Примечательно, что в своей работе <1> Фреге первоначально обсуждает статус «нуля» на чисто философском (онтологическом) уровне. Так он сопоставляет математической «единице» метафизическое «Бытие», а математическому «нулю» — «Ничто» (небытие, отрицание бытия): «ведь утверждение существования есть ничто иное, как отрицания числа ноль» <2; стр. 80>. Например, фраза «Сократ есть» может быть интерпретирована (переформулирована) по Фреге как «(один) Сократ есть», а фраза «Сократ не существует (нет)» — как «(ноль) Сократа (есть)». «Ноль» получает свой онтологический статус в качестве «счетной меры» несуществующих (= небытийных) абстрактных сущностей, например «пустых» понятий типа «круглого квадрата» (или «счетности» пустых множеств у Кантора). А новое ЧИСЛО** является концептуальным «расширением» прежнего ЧИСЛА (как бытийной «единицы») за счет включения его состав получившего онтологический статус ничтойного «нуля».

С точки зрения концептуального анализа «расцепление» измерительной и счетной функции чисел приводит к тому, что (единый) концепт «единицы» распадается на два самостоятельных концепта: «один» и «первый», — поскольку теперь (измерительная) «единица» («один» как первый член натурального ряда, который предназначен для измерения-счета качественно-различных существующих — натурально — вещей) не совпадает с (счетной) «единицей»: в счетном ряду чисел первым оказывается ничтойный (не-бытийный) «нуль», а бытийная «единица» занимает лишь второе место. На грамматическом (языковом) уровне это проявляется в более четком различении функций числительных: количественные числительные «один», «два»… (которые могут функционировать в качестве существительных, например в немецком языке могут употребляться с определенным артиклем der Eins), служащие для выражения количественных (измерительных) чисел, теперь строго отличены от порядковых числительных «первый», «второй»…, с помощью которых выражается счетная функцию чисел.

Полноправное введение в (счетный) числовой ряд ничтойного «нуля» резко повышает требования к строгости математического рассуждения, поскольку работать со «смешанным» универсумом, в котором есть не только «бытие», но и «ничто» гораздо труднее. Так, например, в <3; стр. 271> Фреге замечает, что неправомерным будет замена предложения «Здесь нет ничего, кроме Луны» (в данном случае выражается мысль о наличии ровно одного предмета) на предложение «Здесь есть Луна и НИЧЕГО [= Ничто — «Nichts» (нем.)]» (в данном случае количество называемых «предметов» возрастает до двух), или, если продолжить мысль Фреге, то «1» нельзя без специальных оговорок отождествлять с «суммой» «1 + 0» (или с «суммой» «1 + 0 + 0 +…», где «единице» приписывается (бесконечный) «нулевой» довесок) 
. В частности, именно путем такого более тщательного и строгого лингвистического (концептуального) анализа Фреге предлагает разрешить парадокс, обнаруженный им в работах Э. Шредера (заметим, что по своей «структуре» выявленный Фреге шредеровский парадокс является аналогом расселовского парадокса, который Фреге сумел «разрешить»!)
. 

Понятно, что счетный «нуль» заключает в себе (при неточном с ним обращении; при неразличении измерительного «одного» и счетной «единицы») потенциальную парадоксальность, т.к. «нуль», с одной стороны, является 0 как «количественная мера» измерительного ряда чисел, а, с другой, стороны, он (уже как «нуль**») «равен» 1**, т.к. является первым элементом в счетном числовом ряду, т.е. появляется якобы «противоречие» 0 = 1**. Поэтому не случайно эта потенциальная парадоксальность, содержащаяся в концепте «числа» Кантора — Фреге, привела к появлению (реальных) парадоксов, прежде всего парадоксов расселовского типа 
. Первая реакция математического сообщества на обнаруженные парадоксы (причем, в их числе оказались и сами создатели новой концепции числа) можно трактовать либо как «испуг», или, если воспользоваться терминологией Лакатоса из <1>, как (заведомо избыточное) «отступление в безопасную область» (см. различение консистентных и неконсистентных множеств у Кантора; различение класса и множества и создание теории типов у Рассела), — либо как полное неприятие концепции «чистых чисел», т.е. «полное отступление назад» (например, у интуиционистов). Позже, к середине ХХ в., ситуация изменилась, т.к. математики преодолели первоначальный «испуг» и научились более аккуратно работать с «новыми числами»: были предложены аксиоматические уточнения «наивной» теории множеств. Теория множеств превратилась в «фундамент» здания математического знания, а теоретико-множественный язык — в базовый язык математических рассуждений. Однако одна из наиболее острых проблем современной математики — проблема (возможной) парадоксальности теории множеств была все же не столько решена, сколько «отодвинута» в сторону. Поэтому дальнейшее уточнение концептуальных основ «новых чисел», предложенных Г. Кантором и Г. Фреге, (в том числе, и для полноценного разрешения проблемы (не)парадоксальности теории множеств) — одна из насущных задач, стоящих перед математикой и философией математики ХХI в.

�  В названии статьи есть некоторая двусмысленность, связанная с тем, что, как будет показано ниже, поскольку число идеально, то мало чем отличается от своего концепта.


�  Термин концепт употребляется в смысле работы [1], т.е. он обозначает особый класс предельных философских понятий, отличных, например, от обычных понятий науки. В отличие от категорий концепты не обязательно являются понятиями предельной степени общности.


�  Максимум совпадает с минимумом, например, при замыкании бесконечной прямой (где максимум соответствует максимально правой, а минимум — максимально левой точке) в окружность. Тем самым рассуждение Кузанского несмотря на кажущуюся парадоксальность является не только логически строгим, но и имеет наглядную модель.


�  Термин числоподобный объект мы взяли из работы [3], который используется там для указания на любое средство измерения, к каковым относится, например, пара чисел — декартовы координаты или еще более сложный объект — матрица. В этой работе числоподобные — именные — объекты противопоставляются безличным геометрическим объектам, но мы еще больше расширяем значение этого термина, включая сюда и геометрические объекты.


�  Объем статьи ограничивает возможность подробного анализа этих сходных понятий, поэтому здесь мы будем употреблять их (прежде всего термины число и количество) как синонимы. Если же привлечь близкий нам в этом отношении анализ А. Лосева [5, с. 53—55], то концепт числа имеет более фундаментальный статус в этой тройке понятий. Число является тезисом, количество — антитезисом, а величина — синтезом. Величина есть измеренная (исчисленная) вещь. Число является мерой, т.е. средством измерения, а количество представляет собой применение числа к вещи, т.е. измерением. Гегелевский же анализ, вслед за Аристотелем, берет в качестве фундаментального концепт количества, выявляя в нем различные смысловые моменты.


�  В свою очередь, математическая форма является разновидностью более широкой категории формы вообще, которая, с одной стороны, в концептуальном плане противостоит категории материи, а, с другой стороны, категории содержания.


�   Обычно логику определяют как науку о законах мышления, что не совсем точно. Точнее определить логику как науку о законах мыслимого. По этому поводу см. [7].


�   В среде логиков высказывается мнение, что вышеприведенные рассуждения об абсолютности логико-математических запретов применимы только к логике, т.к. сфера применимости математики уже, благодаря наличию в ней специфических числовых законов типа «2+2=4». В частности, для одноэлементных универсумов подобного рода математические закономерности, в отличие от логических, не действуют [см., например, 8]. В этой связи заметим, что даже одноэлементный универсум содержит числовую характеристику, поэтому общечисловые запреты применимы и нему. По степени своей общности (аподиктичности) математические и логические запреты схожи, а различие между ними связано с тем, что логика изучает качественные структурные закономерности, в то время как математика — количественные. Т.е. логика — это качественная (неколичественная) математика и формулировка логических законов, например закона тождества А = А, просто не принимает в расчет, хотя и подразумевает, их количественный аспект: например, в законе тождества (один)А = (одному)А. При этом, конечно, необходимо отличать общечисловые закономерности от частных математических законов (например, «2+2=4»). Здесь мы следуем подходу Н.А. Васильева [9], который среди логических законов предложил различать эмпирические законы «земной» логики и универсальные — металогические — закономерности.


�  Это рассуждение несколько неточно, т.к. оно без специальных оговорок неприменимо к одной вещи (resp. числу один). В этом случае тем общим, под которым мыслится одна вещь, оказывается не тождество с другими вещами, подпадающими под это понятие, а категория различия: вещь является одной (уникальной), поскольку она отличается от других вещей этого же рода. Т.е. с каждой вещью связан ее понятийный аналог — единичное понятие вот этой вещи, которое содержит все ее признаки. Один же является объемной характеристикой этого понятия.


�  Здесь у нас нет возможности подробно излагать кантовские взгляды на природу математики (отчасти мы сделали это в работе [11а]). Суть кантовского подхода можно кратко выразить так: (1) познание вообще есть синтез многообразного; (2) специфика же математического познания (деятельности) состоит в том, что это «познание посредством конструирования понятий» (с. 423). Соответственно, вышеприведенное положение уточняет (2): конструирование понятий происходит в гомогенной континуальной пространственно-временной среде. Заметим, что это принципиально отличается от качественного понимания числа в античности, например у Платона в его диалоге «Парменид».


�  Наш подход изложен ниже, в разд. «Генезис числа».


�  Концепция третьих вещей опирается, одной стороны, на классическую немецкую мысль Гегеля — Маркса — Кассирера, а, с другой стороны, на концепцию русского символизма (А. Белый, Б. Вышеславцев, А. Лосев). Аналогом излагаемых ниже взглядов послужил подход Мамардашвили [12], в рамках которого третьи вещи (например, театр) выступают как машины сознания. Наш вариант этой концепции приписывает третьим — природно-культурным — вещам более слабый статус, при этом объем этого понятия расширяется.


�  Аристотель в этой связи приводит пример с деревянным ложем [13], которая, с одной (онтологически первичной) стороны, является природным образованием — деревом, что (в принципе) может проявиться в его прорастании при создании подходящих условий, а, с другой стороны (для человека — прежде всего), является культурным предметом.


�  Символическое мы понимаем как указание на иную глубинную, реальность. В случае культурных вещей такой инореальностью является социально-культурное пространство. Рзвитие концепции иерархического символизма можно найти у Р. Барта [14] и Л. Блауштайна [15].


�  Хотя, более вероятно, это недопонимание надо отнести к их последователям, утратившим доступ к первоначальному интуитивному прозрению.


�  В свою очередь, количественные формы также образуют иерархию (ср. с п. 2.2).


�  Эта глава существенным образом опирается на результаты [11а] и [11b].


�  Заметим, что при этом мы вступаем в определенный «конфликт» с (внутри)математической практикой, которая противится подобному расслоению, из-за которого значительно усложняется техника математических рассуждений и, как следствие этого, уменьшается сфера доказуемого.


�  Об этом говорит Аристотель в последних книгах «Метафизики», относя это различение к «неписанному учению» Платона, развитое впоследствии Спевсиппом и Ксенократом.


�  Эта сфера стандартным образом характеризуется как субъективная (ментальная) реальность (см., например, [19]). На наш взгляд такая характеристика является слишком узкой и может быть расширена. Мы определяем ее как область виртуальной реальности [см. наши работы 20, 21].


�  Сходную попытку предпринимает и Г. Кантор, который определяет свое кардинальное число как результат двойной абстракции от качества и порядка задания элементов [22, с. 173]. По сути Кантор также вводит счетные (мета)числа, однако с концептуальной точки зрения он не преодолевает вещную трактовку чисел.


�  Вслед за Хайдеггером мы отличаем ничто от небытия.


�  Вопрос об онтологическом статусе пространственно-вневременной сферы оставим открытым. Хотя именно она является преимущественной сферой математики, поскольку любая математика создает для своей работы однородный квазипространственный универсум. Например, современная математическая физика (теория относительности) включила в этот универсум время как одно из его измерений. Говоря о квазипространственности мы расширяем область применения термина пространства на не-физические типы реальности: (квази)пространственность фиксирует структурированность (упорядоченность) соответствующей области исследования, что является непременным условием последующего применения математики.


�  Т.е. здесь речь идет не о привлечении идеально-смыслового для возможной математизации реальности, а о возможности математизации самой области идеального.


�  Он определяется Кантом так: «Всякое созерцание содержит в себе нечто многообразное, которое… может быть только абсолютным единством. Чтобы из этого многообразного получилось единство созерцания, необходимо… собрать его вместе; этот акт я называю синтезом схватывания» [10, «Об априорных основаниях возможности опыта», стр. 501].


�  Здесь задействуется также акт удержания результата первого синтеза, без которого нельзя было бы различить первое и последующие схватывание, причем он отличается от акта памяти, поскольку не воспроизводит, а удерживает от распада предшествующие синтезы (ср. с различением долговременной и кратковременной памяти, а также с оперативной памятью компьютера). Акт удержания соответствует гуссерлевской ретенции.


�  Здесь задействуется также рефлексия, с помощью которой осознается новое многообразие.


�  Этими тремя актами вводятся категории бытия, качества и количества. В отличие от гегелевской триады они располагаются не друг за другом, а так: сначала бытие, а потом параллельно качество и количество. Причем количество можно расположить и перед качеством как более бедный в содержательном отношении этап познания (ср. с подходом А.И. Белоусова).


�  Ср. с плотиновской эманацией Единого: монаду можно рассматривать как математический аналог Единого, эманация которой приводит к полаганию ее места как сферы ее влияния.


�  Подробнее это предполагается развернуть в нашей работе [25].


� Это аналогично различению пространственных и временных чисел у Августина [наша гипотеза], хотя аналогия не совсем точна. Дело в том, временность как упорядоченность возникает при арифметизации пространства на уровне внешних чисел. Под внутренне-временными числами мы понимаем здесь средства для фиксации иерархического строения универсума.


�  Следуя выявленному нами феномену исторического чередования «арифметического» и «геометрических» периодов в развитии математики, можно ожидать, что на смену «алгебраизации» математики конца XIX — первой половине XX вв., связанной с деятельностью Кантора, Фреге, Гильберта, должен прийти ренессанс «геометрической» компоненты математического знания, что и происходит во второй половине XX в. и связано с появлением более «геометризированной» теории категорий как радикальной альтернативы «арифметическому» теоретико-множественному подходу. Неизбежным следствием этого является определенное снижение (внутреннего) эпистемологического статуса — степени априорности — математического знания при общем повышении степени ее абстрактности.


�  Как уже отмечалось выше, «метафизическая» позиция Фреге гораздо радикальнее канторовской. В самом начале своей работы Г. Кантор «К обоснованию учения…» дает ставшее классическим определение множества: «под «множеством» мы понимаем соединение в единое целое определенных хорошо различимых предметов m нашего созерцания или мышления» [10, стр. 173]. Как показывает текстологический анализ работ Г. Кантора здесь «предмет» понимается в обычном — «эмпирическом» — смысле, а числа возникают путем абстрагирования от предметов, что дало основание Г. Фреге рассматривать Г. Кантора как сторонника понимания математики как опытной науки [11, стр. 48]. 


�  Я думаю. что мысль Фреге станет понятней, если мы выразим ее так: «число (один) не может быть реальным, или содержательным, предикатом». (ср. с известной кантовской фразой о том. что «бытие не является реальным предикатом»). Т.е. таким предикатом, который привносит нечто новое (содержание) в субъект суждения. Тем самым сказать «Солон один» — это просто сказать «Солон», а «добавка» термина «один» в первой фразе ничего не добавляет к «содержанию» термина «Солон». В этом смысле языковое употребление термина «один» сходно с использованием основного метафизического термина «бытие»: «Солон» тождественен «(одному, существующему) Солону» в отличие от выражения «мудрый Солон», которое высказывает нечто новое о Солоне, т.е. является синтетическим суждением. Чуть позже Фреге приводит еще один пример, поясняющий его (и нашу) мысль. «Помыслите (eine) и попробуйте, изменится ли представление, если неопределенный артикль заменить числительным «один». Ничего сверх того не происходит, в то время как слову «зеленый» в представлении все-таки нечто соответствует» [11, стр. 84]. Заметим, что фундаментальное различие между числами и содержательными предикатами закреплено в грамматике языка, т.к. числа являются числительными, в то время как содержательные предикаты — прилагательными.


�  Обратим внимание на концептуальное сходство в понимании числа Кантора и Фреге. Кантор расширил понятия числа за счет совершения второй — «надпорядковой» — абстракции (см. его определение «кардинального числа»). Фреге, аналогично Кантору, рассматривает числа как характеристику не предметов, а понятий, т.е. как абстракцию второго уровня (см. подробнее об этом ниже).


� Это утверждение «впрямую» применимо лишь к арифметике, но может быть расширено и другие составляющие математического знания, если число трактовать максимально широко.


� Более тщательный анализ этого квазитождества (любое число можно трактовать как «сумму» его самого и (бесконечного) «нулевого» члена) и мыслительная «разработка» этого обстоятельства привели к созданию в 60-е годы ХХ в. нового раздела математики — нестандартного (неархимедова) анализа А. Робинсона.


� Подход Фреге состоит в различении отношения subter (отношение принадлежности — () и sub (отношение включения — (), смешение которых и приводит к парадоксу [см. <3; с. 263—271>, а также примечания и послесловие Б.В. Бирюкова к <3>].


� В тексте «О парадоксе Рассела» [http://www.philosophy.ru/library/katr/paradox1.doc] я показываю, что расселовский парадокс тоже относится к числу квазипарадоксов, и может быть «разрешен» при четкой фиксации разных аспектов рассмотрения абстрактных сущностей.
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