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Пропозициональным исчислением, или исчислением суждений называют любую логистическую систему из некоторого класса систем. Все системы этого класса, впрочем, эквивалентны друг другу в смысле, который будет разъяснен ниже. В тех случаях, когда мы занимаемся рассмотрением какой-либо конкретной системы из числа этих логистических систем или же (как это часто бывает) в тех случаях, когда для нашей цели безразлично, какую из них иметь в виду, мы говорим просто об исчислении суждений. В противном случае мы различаем эти логистические системы как различные формулировки исчисления суждений.


Важность исчисления суждений в той или иной его формулировке определяется тем, что оно часто входит как часть в более обширные логистические системы — как в системы, рассматриваемые в этой книге, так и в системы, которые вообще когда-либо рассматривались. При этом вместо переменных исчисления суждений (пропозициональных переменных) разрешается подставлять предложения этого более обширного исчисления. Кроме того, благодаря своей во многих отношениях большей простоте по сравнению с другими логистическими системами, которые мы рассматриваем, исчисление суждений служит также введением и иллюстрацией для многого, что мы делаем сначала по отношению к нему, а затем распространяем с большими или меньшими изменениями на другие системы.


В этой главе мы строим одну частную формулировку исчисления суждений — так называемую систему P1. Некоторые другие формулировки будут рассмотрены в следующей главе.





10. Исходный базис исчисления P1. 


Исходными символами исчисления P1 являются три несобственных символа


[   (   ]


(из которых первый и третий называются скобками), одна исходная константа





f





и бесконечное число переменных: 





p, q, r, s, p1, q1, r1, s1 , p2, q2, r2, s2 …





(указанный здесь порядок называется алфавитным порядком переменных). Переменные и исходная константа называются собственными символами.


В дальнейшем мы будем употреблять следующие сокращения: «пп» вместо «правильно построенная», «ппф» и «пп-формула» вместо «правильно построенная формула». 


Правилами построения исчисления P1 являются:





10 i. Стоящая отдельно исходная константа есть ппф.


10 ii. Отдельно стоящая переменная есть ппф.


10 iii. Если ( и ( суть ппф, то [( ( (] есть ппф.





Для того чтобы завершить определение пп-формул и исчисления Р1, мы добавляем, что формула является пп-формулой тогда и только тогда, когда это следует из приведенных трех правил построения. Другими словами, класс пп-формул исчисления Р1 — это наименьший класс формул, содержащий все формулы, описанные в 10i и 10ii, и замкнутый относительно правила 10iii.


Из правил построения вытекает эффективный метод проверки правильности построения, хотя в явном виде этот метод в них и не сформулирован. Если длина некоторой формулы не слишком велика, то часто правильность ее построения может быть обнаружена с первого взгляда. В противном случае мы можем применить некоторый метод подсчета. Если формула состоит из более чем одного символа, то она может быть пп-формулой только в том случае, когда она оканчивается на ] и начинается с [. Поэтому мы можем вести подсчет скобок слева направо и, считая каждую левую скобку [ за + 1 и каждую правую скобку ] за—1, складывать эти числа. Если этот подсчет впервые дает сумму, равную 1, на правой скобке или же на левой скобке, за которой непосредственно следует собственный символ, то в случае, когда формула есть ппф, следующим символом должен быть знак импликации (. Этот знак называется главным знаком импликации данной формулы. Часть формулы, заключенная между начальной левой скобкой и главным знаком импликации, называется антецедентом, а часть формулы, заключенная между главным знаком импликации и конечной правой скобкой, называется консеквентом. Поэтому данная формула является правильно построенной тогда и только тогда, когда как антецедент, так и консеквент суть пп-формулы. Таким образом, вопрос о правильности построения данной формулы сведен к тому же вопросу относительно двух более коротких формул — антецедента и консеквента. Теперь к антецеденту и консеквенту следует применить ту же процедуру, которая была применена к данной нам формуле. После конечного числа повторений либо мы придем к выводу, что данная формула не есть ппф, так как нарушено одно из требуемых условий (или так как, проведя просчет какой-либо формулы, мы дошли до ее конца, не найдя в ней главного знака импликации), либо же вопрос о правильности построения данной формулы сведется к аналогичному вопросу относительно конечного числа формул, состоящих из не более чем одного символа каждая. Формула, число символов в которой равно нулю — так называемая пустая формула, — не является, конечно, ппф. Формула же, состоящая из точно одного символа, будет ппф тогда и только тогда, когда этот символ является собственным символом.


В дальнейшем мы будем говорить о главном знаке импликации, об антецеденте и консеквенте только по отношению к пп-формулам, так как нам в действительности редко придется иметь дело с формулами, которые не будут правильно построенными. Если формула является правильно построенной и состоит из более чем одного символа, то ее единственным образом можно представить в виде [А ( В]. При этом А является антецедентом, В — консеквентом, а знак ( между А и В — главным знаком импликации.


Под конверсией ппф [А ( В] мы будем понимать ппф [В ( А].


В P1 все вхождения всякой переменной во всякую пп-формулу суть свободные вхождения; ппф является п-арной формой, если она содержит (свободные) вхождения точно п различных переменных, и константой, если она не содержит (свободных) вхождений ни одной переменной; все формы являются пропозициональными формами, а все константы — пропозициональными константами, или предложениями (ср. примечание 117).


Для того чтобы сформулировать правила вывода исчисления P1, мы введем знак „S |" для обозначения операции подстановки, так что S b/B A | есть формула, являющаяся результатом подстановки формулы В вместо каждого вхождения переменной b в А. Этот знак мы будем часто использовать как в этой, так и в последующих главах. Он, конечно, является знаком не системы P1 (и не какой-либо другой системы, рассматриваемой в этой книге), а относится к языку синтаксиса, так же точно, как и аппарат синтаксических переменных: используя русские фразы, содержащие слова „подставлять", „подстановка" и т.д., можно во всех случаях избежать его применения, хотя это и связано с некоторыми неудобствами.





Правилами вывода являются следующие два:


*100. Из [A ( В] и А следует В (правило модус поненс)


*101. Если b — переменная, то из А следует S b/B A| (правило подстановки)


В правиле модус поненс (*100) посылка [A ( В] называется большой посылкой, а А — малой посылкой. Заметим, что антецедент большой посылки должен совпадать с малой посылкой; заключением тогда является консеквент большой посылки.





Аксиомами системы P1 являются три следующие:


+102. [р ( [q ( p].


+103. [[s ( [p ( q]] ( [[s ( p] ( [s ( q]]].


+104. [[[p ( f] ( f] ( p]


Первая из этих аксиом (+102) или ее эквивалент в других формулировках пропозиционального исчисления (независимо от того, является ли он аксиомой) называется законом утверждения консеквента. Аналогично вторая аксиома называется законом самодистрибутивности (материальной) импликации. Наконец, третья аксиома носит название закона двойного отрицания.


В соответствии с разъяснениями § 07, доказательством в системе P1 называется конечная последовательность, состоящая из одной или нескольких правильно построенных формул, из которых каждая либо является одной из трех аксиом, либо (непосредственно) выводится из двух предыдущих ппф последовательности по модус поненс, либо (непосредственно) выводится из одной предыдущей ппф последовательности посредством подстановки. Доказательство называется доказательством последней ппф последовательности, и ппф называется теоремой, если она имеет доказательство.


В дополнение к сокращениям „пп", „пп-формула" и „ппф" мы будем в этой и в дальнейших главах вместо „истинностное значение истина" писать сокращенно „t", а вместо „истинностное значение ложь" писать сокращенно „f".





Подразумевающаяся главная интерпретация системы Pt уже была неявно указана в рассмотрениях § 05 и в настоящей главе. Теперь мы явно сформулируем семантические правила (в смысле § 07). Вот они:


a. f обозначает f.


b. Переменные являются переменными с областью значений t и f.


c. Форма, состоящая из одной только переменной а, принимает значение t для значения t переменной а и значение f для значения f переменной а.


d. Пусть А и В — константы. Тогда [А ( В] обозначает t, если В обозначает t или А обозначает f.. В противном случае [А ( В] обозначает f .


e. Пусть А является формой, а В — константой. Если В обозначает t, то [А ( В] принимает значение t для любого распределения значений по её переменным. Пусть В обозначает f; тогда [А ( В] для всякого распределения значений по переменным принимает значение f, если А для этого распределения значений принимает значение t, и принимает значение t, если А для этого распределения значений принимает значение f.


f. Пусть А является константой, а В — формой. Если А обозначает f, то [А ( В] принимает значение t для любого распределения значений по ее переменным. Если А обозначает t, то [А ( В] принимает для всякого распределения значений по ее переменным тог же самое значение, которое для этого распределения значений принимает В.


g. Пусть А и В — формы, и пусть задано некоторое распределение значений по переменным формы [А ( В]. Тогда [А ( В] принимает значение t, если для этого распределения значений по переменным либо В принимает значение t, либо А принимает значение f. В противном случае [А ( В] принимает значение f.


Все это было выписано с такой утомительной обстоятельностью ради иллюстрации. Последние три правила можно было бы, разумеется, выразить одним предложением, если только условиться считать, что константа имеет значение — а именно, свой денотат — для любого распределения значений по любым переменным. Если, кроме того, условиться считать, что иметь значение для пустого класса переменных — это то же самое, что обозначать, то этим предложением можно было бы охватить и правило d.


Эти правила, как, вероятно, заметил читатель, приводят к тому, что каждой константе (из P1) приписывается единственный денотат, а каждой форме — единственная система значений.


Что же касается обоснования этих правил, то заметим, что правило d точно соответствует тому, что было сказано о материальной импликации в § 05. А именно, все, что угодно, имплицирует истину, а ложь имплицирует все, что угодно, но истина не имплицирует ложь. Тогда правила с, е, f, g как раз таковы, какими они должны быть с учетом сказанного в § 02 о переменных и формах.


Помимо главной интерпретации системы Р1; возможны также и другие ее интерпретации; некоторые из них будут дальше упомянуты в упражнениях.


Читатель все время должен помнить, что при формальном построении системы Р1 нельзя пользоваться никакой подразумеваемой интерпретацией, ни главной, ни какой-либо иной (ср. §§07, 09).





11. Определения. 


Для удобства изложения и исследования мы будем применять некоторые сокращения пп-формул системы P1.


В частности, можно опускать внешние скобки у пп-формул, так что мы будем, например, писать в качестве сокращения ппф +102. (Конечно, выражение р ( [q ( р] и само по себе является формулой, но не пп-формулой, а так как в дальнейшем мы будем заниматься исключительно пп-формулами, то ее использование как сокращения формулы [р ( [q ( р]] не может вызвать недоразумений.)


Мы будем опускать также и другие скобки, уславливаясь при восстановлении их производить группировку влево. Так, 


р ( f ( f ( р





является сокращением для +104, в то время как


р ( [f ( f] ( р





есть сокращение пп-формулы 


[[р ( [f ( f]] ( р].





В тех же случаях, когда мы, опуская пару скобок, вставляем в выражение большую точку «(» мы уславливаемся, что при восстановлении скобок (вместо группировки влево) большая точка должна быть заменена левой скобкой [, а правая скобка ] должна быть помещена непосредственно перед ближайшей правой скобкой, которая сама стоит правее заменяемой большой точки, но не имеет правее этой большой точки парной с нею левой скобки; если же правее большой точки нужной правой скобки нет, то восстанавливаемая правая скобка должна быть помещена в конце выражения. (Здесь левая скобка называется парной с первой правой скобкой, которая стоит правее нее так, что число стоящих между ними левых скобок, возможно — нуль, равно числу стоящих между ними правых скобок.) Так, например, мы будем использовать выражение


p ( ( q ( p





в качестве сокращения для +102 и выражение


[p ( ( f ( f] ( p





в качестве другого возможного сокращения пп-формулы, для которой мы выше указали сокращение


р ( [f ( f] ( р.





Соглашение о больших точках можно использовать совместно с предыдущим, а именно соглашением о группировке влево, действующим в тех случаях, когда опущенная левая скобка не заменена, большой точкой. Так, вместо +l03 мы можем использовать каждое из следующих двух возможных сокращений:





s ( [p ( q] ( ( s ( p ( ( s ( q





[s ( ( p ( q] ( ( s ( p ( ( s ( q





== (конец правки до §12) ==





12. Теоремы исчисления P1. 


В качестве первого примера теоремы исчисления P1 мы докажем +120. р ( р. [Закон рефлексивности (материальной) импликации.]





Читатель, который помнит главную интерпретацию системы P1 данную в § 10, возможно, сочтет предложенную теорему не только очевидной, но даже более очевидной, чем любая из аксиом. Это верно, но это не делает доказательство теоремы излишним, так как мы хотим удостовериться не просто в истинности предложенной теоремы, а в том, что она следует из наших аксиом по нашим правилам; и не просто в том, что она верна в одной интерпретации, а в том, что она верна во всех правильных интерпретациях.





Доказательством теоремы +120 является следующая последовательность девяти формул:





s ( [p ( q] ( ( s ( p ( ( s ( q


s ( [r ( q] ( ( s ( r ( ( s ( q


s ( [r ( p] ( ( s ( r ( ( s ( p


p ( [r ( p] ( ( p ( r ( ( p ( p


p ( [q ( p] ( ( p ( q ( ( p ( p


p ( ( q ( p


p ( q ( ( p ( p


p ( [q ( p] ( ( p ( p


p ( p





Здесь пп-формулы подвергнуты сокращению в соответствии с соглашениями, принятыми в предыдущем параграфе, и при проверке доказательства читатель должен представлять их себе переписанными в несокращенной форме (или, если необходимо, должен действительно переписать их так).


Так как имеются эффективные методы проверки, то теоретически достаточно просто выписать само доказательство без дополнительных пояснений, как это и сделано выше. Однако в помощь читателю мы дадим ниже подробное разъяснение. Первая из этих девяти пп-формул есть +103. Следующую ппф мы получаем из первой посредством *101, подставляя r вместо р. Далее, третья ппф получена из второй подстановкой р вместо q. Четвертая получена из третьей подстановкой р вместо s. Пятая получена из четвертой подстановкой q вместо r. Шестая ппф есть +102. Седьмая получается по модус поненс из пятой как большой посылки и из шестой как малой посылки. Затем восьмая ппф получается из седьмой опять посредством применения *101, причем q ( p подставляется вместо q. Наконец, p ( p получается по модус поненс из восьмой и шестой пп-формул как большой и малой посылок соответственно.


Удобно считать, что пятая ппф доказательства получена из первой посредством одновременной подстановки, а именно подстановки р, q, р вместо s, p, q соответственно. Из доказательства видно в деталях, как результат такой одновременной подстановки может быть получен посредством четырех последовательных простых подстановок.


Мы обобщим обозначение для подстановки, введенное в § 10, следующим образом:





S b1/B1 b2/B2 …bn/Bn  A|





будет формулой, которая получается одновременной подстановкой формул В1, В2, ..., Вn вместо переменных b1, b2, ..., bn в формулу А. Подстановка должна быть проведена для всех вхождений переменных b1, b2, ..., bn в А. Требуется чтобы все b1, b2, ..., bn были различны (в противном случае результат подстановки не существует), но, конечно, не требуется, чтобы все или хотя бы некоторые из b1, b2, ..., bn действительно входили в формулу А. Результат одновременной подстановки





S b1/B1 b2/B2 …bn/Bn  A| 





где 1, b2, ..., bn — отличные друг от друга переменные, всегда может быть получен с помощью 2n последовательных простых подстановок, т.е. с помощью 2n последовательных применений *101. В некоторых случаях это возможно с меньшим чем 2n числом подстановок, но во всяком случае с помощью 2n подстановок это всегда можно сделать следующим образом. 





== (конец правки до стр. 78 (доказательства +122) ==


== продолжение правки ==





Переходим к доказательству двух следующих теорем системы Р1.





+122.      f ( р





Одновременной подстановкой в +102:


|— p ( f ( f ( p ( ( f ( ( p ( f ( f ( p.





В силу +104 и по модус поненс:


|— f ( ( p ( f ( f ( p.





Одновременной подстановкой в +103:


|— f ( [p ( f ( f ( p] (( f ( [p ( f ( f] (( f ( p.





По модус поненс:


|— f ( [p ( f ( f] ( ( f ( p.





Одновременной подстановкой в +102: 


|— f ( ( p ( f ( f.





Наконец, по модус поненс:


|— f ( p.


~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~





+123.       p ( f ( ( p ( q





Одновременной подстановкой в +102:


|— f ( q ( ( p ( ( f ( q.





Подстановкой в +122:


|— f ( q.





По модус поненс: 


|— p ( ( f ( q.





Одновременной подстановкой в +103:


|— p ( [f ( q] ( ( p ( f ( ( p ( q.





Наконец, по модус поненс:


|— p ( f ( ( p ( q.





(Теорема +123 известна под названием закона отрицания антецедента. Заметим, что по D2 ее можно сокращенно записать в виде ~ p ( ( p ( q.)





Упражнения к § 12





12.0. Докажите (в качестве метатеоремы), что эффективный метод проверки правильности построения, данный в § 10, действительно соответствует необходимым и достаточным условиям того, чтобы формула была правильно построена согласно правилам 10i — iii. (Воспользуйтесь математической индукцией по числу вхождений знака Z) в формулу.)


12.1. Докажите сделанное в § 10 утверждение о том, что если формула ппф и состоит из более чем одного символа, то она одним и только одним способом может быть представлена в виде [A ( В]. Докажите также, что всякая правильно построенная и состоящая из непосредственно следующих друг за другом символов часть такой формулы либо совпадает со всей формулой, либо является пп-частью А, либо является пп-частью В. (Используйте для доказательства тот же метод подсчета скобок, что и при эффективной проверке правильности построения, и вновь проведите математическую индукцию по числу вхождений знака ( в формулу.)





12.2. Пусть Р1L — логистическая система, которая получается из Р1, если обозначение [___(___] всюду заменить на С___ ___ так, как это указано в примечании 91, а все остальное оставить без изменений. Постройте исходный базис системы PlL. Сформулируйте и докажите для PlL метатеоремы, аналогичные метатеоремам из 12.0 и 12.1.





Следующие доказательства должны быть проведены с использованием *121 и таким же образом, как это сделано во второй части § 12. Не пользуйтесь методами последующих параграфов.





12.3. Докажите q ( r ( ( p ( q ( ( p ( r как теорему в Р1. Используйте эту теорему для того, чтобы дать доказательства теорем +122 и +l23, которые были бы короче приведенных выше в том смысле, что они могут быть короче изложены.





12.4. Воспользуйтесь результатом упражнения 12.3 для доказательства закона транзитивности (материальной) импликации p ( q ( ( q ( r ( ( p ( r как теоремы системы Р1. (Один из методов состоит в применении закона самодистрибутивности к результату упражнения 12.3 и в использовании затем p ( q ( ( q ( r ( ( p ( q)





12.5. Докажите p ( q ( p ( ( p ( f ( p как теорему исчисления Р1. (Используйте +123, 12.4.)





12.6. Докажите как теорему в Р1 закон Пирса: p ( q ( p ( p. (Примените закон самодистрибутивности к p ( f ( ( p ( f и используйте результат из 12.5)





12.7. Пусть Рw — логистическая система, которая имеет те же исходные символы, правила построения и правила вывода, что и Р1 и аксиомами которой являются (1) закон транзитивности импликации, (2) закон Пирса, (3) + 102 (4) + 122. Вначале докажите последовательно как теоремы в Рw приведенные ниже формулы, а затем покажите, что Рw и Р1 эквивалентны в том смысле, что они содержат одни и те же теоремы:


12.7.1. [p ( ( p ( q] ( ( p ( q


12.7.2. p ( ( p ( q ( q     (закон утверждения)


12.7.3. [p ( ( q ( r] ( ( q ( ( p ( r     (закон коммутации)


12.7.4. q ( r ( ( p ( q ( ( p ( r     (= 12.3)


12.7.5. s ( [p ( q] ( ( s ( p ( ( s ( q     (= +103)


12.7.6. p ( f ( f ( p     (= +104)


Проведите доказательство таким образом, чтобы не использовать четвертую аксиому, +122, нигде, кроме доказательства последней теоремы.





12.8. Докажите как теоремы в Рw не используя при этом четвертую аксиому, +122:


12.8.1. q ( r ( r ( ( p ( q ( r ( r


12.8.2. r ( ( p ( ( q ( r 


12.8.3. p ( r ( r ( ( q ( r ( ( p ( q ( r 


12.8.4. q ( r ( ( p ( q ( r ( r





12.9. Для каждой из трех следующих интерпретаций сформулируйте недостающие семантические правила и исследуйте правильность интерпретации в смысле § 07. (1) Правила а, b, с сохраняются, но [A ( B] обозначает T, если А и В — произвольные константы. (2) Правила а, b, с сохраняются, но [A ( B] обозначает T, если А и В обозначают одно и то же истинностное значение, и [A ( B] обозначает F, если А и В обозначают различные истинностные значения. (3) Правила а а, b, с сохраняются, но (так называемые) переменные интерпретируются как константы, обозначающие T.





== конец правки ==
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