Катречко С.Л.


Кванторные правила в логике предикатов





Из четырех правил (введения и исключения) кванторов два (см. В.А. Смирнов «Формальный вывод и логические исчисления», стр.217 — 218; В.А. Бочаров, В.И. Маркин «Основы логики». —М., Инфра-М, 2002, стр.147) из них: 


(-исключения (xAx // At (здесь знак «//» соответствует логическому следованию)


(-введения At // (xAx 


— в классической логике воспроизводят отношение логического следования, т.е. при истинности посылок гарантируют истинность заключения. 


(соответственно, в секвенциях это минус-правила (минус-кванторные правила) (( и ((, а в аналитических таблицах T( и F(, т.е. правилу исключения = (соответствует) = стрелка слева (в сукцеденте секвенции), а правилу введения == стрелка справа (в антецеденте секвенции; минус-правила, т.к. эти кванторные комплексы (см. теорему Эрбрана в книге «Математическая теория лог. вывода) имеют знак минус и являются «слабыми», т.к. не вводят новых переменных)


Как пишут Бочаров — Маркин (стр.147): «В основе кванторных правил (и и (в лежат отношения логического следования. Для (и это означает, что переход от формулы (xA(x) к A(x/t) оправдан тем, что имеет место логическое следование (xA(x) |= A(x/t), а для (в переход от A(x/t) к (xA(x) оправдан наличием логического следования A(x/t) |= (xA(x).»


Два других («сильных») кванторных правила: 


(-введения (((, F() Aw // (xAx 


(-исключения (((, T( ) (xAx // At 


— не воспроизводят отношения логического следования, причем (как пишет В.А. Смирнов) ситуация такова: 


(-введения (Aw // (xAx) в общем случае не гарантирует логического следования. Например, если для каких-то х и у справедливо х<у, то отсюда вовсе не следует утверждение о том, что любой объект (х) меньше (какого-то) у: х<у |— (x(х<у). Однако (!) (-введения хотя и не гарантирует логического следования, но гарантирует при общезначимости в данной области Aw, общезначимость в этой области и формулы (xAx, если рассуждение в общем случае не ограничивает переменную w , т.е. в ходе рассуждения речь ведется о любой (произвольной) переменной w (w используется в интерпретации всеобщности; см. об этом ниже). Поэтому, это правило можно ввести как непрямое правило обобщения: ( |— A(w) // ( |— (wA(w). Так, например, переход у=у |— (x(x=х) вполне правомерен (см. Анисов, с.211 + это правило формулируется и при аксиоматическом задании логики предикатов (в системах гильбертовского типа): «Логика и компьютер» (№1; В.А. Смирнов)).


Правило же (-исключения ((xAx // At) не только не воспроизводит отношения логического следования, но и не гарантирует при универсальной общезначимости посылки универсальную общезначимость заключения (понятно, что из утверждения о (возможном!) существовании какого-то объекта x, удовлетворяющего предикату A(x) не (всегда) следует реальное существование какого-то конкретного объекта, удовлетворяющего предикату A(t): например, из утверждения о существовании некоторого числа, большего любого другого числа мы не знаем (из-за бесконечности числового ряда) конкретное значение этого числа; ср. с критикой интуиционистами теорем о чистом существовании). Например, переход (вывод) (x(х<у) |— у < у не правомерен (не воспроизводит отношения логического следования), т.к. из (возможно) истинного высказывания получается заведомая ложь.


Несмотря на это, в исчислении предикатов все же принимаются эти правила, но, чтобы не допустить возможности выведения из истинных утверждений ложных заключений, необходимо каким-то образом «заблокировать» негативное влияние отсутствия логического следования. Это достигается различными способами (см. об этом ниже).


~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~


ПРИМЕЧАНИЕ:  О смысле кванторных правил в разных системах


1. В аксиоматических системах кванторные правила задаются (см. Войшвилло Е.К «Символическая логика», стр.57—60) с помощью следующих четырех (схем) аксиом и одного правила вывода: 


(xA(x) ( A(t) — схема (и 


A(t) ( (xA(x) — схема (в 


(x(B ( C(x)) ( (B ( (xC(x)) — схема введения ( в консеквент.


(x(C(x) ( B) ( ((xС(x) ( B) — схема введения ( в антецедент.


где A(t) — результат правильной подстановки терма t вместо x в A(x); B — не содержит x свободно.





Подстановка A(x/t) правильна, если ни одна переменная из t не окажется связанной на местах подстановки, т.е. в тех местах формулы A, где терм t появился вместо переменной x.





++ Правило (в (или правило обобщения): Aw // (xAx (из Aw непосредственно выводимо (xAx; на правило введения квантора ( ((в) <для соблюдения корректности между понятиями формальной (синтаксической) выводимости и (семантического) следования> накладывается следующее ограничение: (в может применяться к некоторой формуле Aw для обобщения лишь по таким переменным x, которые не содержатся свободно в допущениях, от которых зависит эта формула).


Вместо правил (3) и (4) могут быть взяты правила Бернайса: 


3* B ( C(x)) // B ( (xC(x) — вместо схемы введения ( в консеквент


или |— B ( C(x)) // |— B ( (xC(x)


4* C(x) ( B // (xС(x) ( B — вместо схемы введения ( в антецедент


или |— C(x) ( B // |— (xС(x) ( B


=======================


2. В системах натурального вывода (см. Анисов стр.211—213) правила задаются так: 


Введение квантора всеобщности ((в)      Исключение квантора всеобщности ((и)


         ( |— A(w) // ( |— (wA(w)                   (xA(x) // A(t) (или A(x/t))





Введение квантора существования ((в)    Исключение квантора существования ((и)


               A(t) // (xAx                                        (, A(w) |— B // (, (xAx |— B


Для правила исключения ( можно ввести прямое правило:


(xAx // A((), где ( — новое квази-имя


При этом для завершенности вывода (см. понятие «завершенного вывода» ниже; Бочаров-Маркин, стр.146) в случае применения правила (и вводимая им переменная — квази-имя ( (псевдо-имя; неопределенная дескрипция), в итоговом (завершенном!) вывода должна быть устранена путем ее замены на (нормальную) квантифицированную переменную по правилам введения кванторов (в и (в (т.е. в остальном использование переменных квази-имен не отличается от употребления обычных переменных!).





================================


3. Для понимания сути кванторных правил в секвенциях (в аналитических таблицах их формулировка более интуитивно прозрачна) можно предложить следующее пояснение (учитывающее семантические соображения). 


Формулы, находящие слева (в антецеденте) секвенции — это посылки рассуждения, т.е. заведомо истинные формулы, а формулы, находящие в сукцеденте секвенции — то, что нужно доказать. 


С учетом этого становится понятны правила для квантора (. Нахождение выражение ((х) в сукцеденте означает, что оно (здесь мы специально опустили предикат, т.к. «предикативное условие» не накладывает никаких ограничений на переменную х) справедливо для любой переменной универсума (т.к. изначально на х никаких ограничений не накладывается, т.е. она трактуется как произвольная — любая — переменная универсума). Поэтому для минус-кванторного правила (( «снятие» происходит для любой (потенциально возможной в выводе) переменной. Нахождение выражение ((х)P(x) в антецеденте означает, что невозможна ситуация когда какая-то (хотя бы одна!) переменная не удовлетворяет предикату P(x), (здесь х «зависит» от предиката (!!), в частности от других переменных предиката, что и реализуется в «сколемовских функциях») хотя какая эта переменная мы пока не знаем (см. эквивалентность ((х)P(x) = ((х(P(x)), или (что наглядно выражено в непрямом правиле введения (: ( |— A(w) // ( |— (wA(w)) для доказательства ((х)P(x) достаточно доказать для P(а) для какой-либо (одной, но произвольной) переменной универсума (заметим, что правило (( «сильнее» с точки зрения возможностей построения (поиска) вывода, поскольку дает возможность при построении «снимать» квантор (). Если же привлечь для объяснения (понимания) идеологию семантических (аналитических) таблиц, то смысл плюс-кванторного правила (( (F() заключается в том, что для опровержения ((х)P(x) достаточно найти один (фиктивный, как будет видно из дальнейшего построения) контрпример (P(а)), где а (в силу ее возможной фиктивности из-за отсутствия контрпримера) должно как-то отличаться от обычных имен (переменных), т.е. мы предполагаем, «ложность» P(а) для какой-то, ранее не рассматриваемой в выводе переменной (предполагая, что наличествующая формула ((х)P(x) выполнялась (была истинной) до этого для всех «старых» (до этого рассмотренных в выводе) переменных). 


Обратимся к смыслу правил для квантора (. Плюс-кванторное правило (( означает, что нам «дана» (в посылках) истинность (xA(x), т.е. можно предположить реальное существование (выполнение) предиката A для какого-либо объекта (переменной) (a), однако «снимая» квантор мы пока не знаем, какой этот объект и не противоречит ли его наличие другим условиям (предикатам) нашего универсума (в нашем конкретном случае — строимого нами универсума вывода), все эти «условия» даны в других предикатах вывода (т.е. в «посылках» сукцедента и формулах антецедента), которые мы (в ходе построения) проверяем на совместимость). Поэтому мы сначала «вводим» его квази-объект (расширяющий наш исходный универсум), а после его проверки на совместимость (построение вывода) «превращаем» его в нормальный объект универсума. Если же в исходном предикате уже были другие переменные, то при проверке на совместимость с другими предикатами мы должны учесть «зависимость» — с помощью «сколемовских функций» — нового (квази)объекта (a) от других переменных предиката (A).


<общее замечание: «сильные» кванторные правила сначала (гипотетично) «расширяют» исходный универсум рассмотрения, который после построения вывода (т.е. успешной проверки на его легитимность) оказывается непротиворечивым, т.е. нормальным универсумом, и поэтому этот (квази)объект становится нормальным объектом универсума>.


Смысл минус-правила ((. Для доказательства же формулы (xA(x) (что означает ее наличие (появление) в антецеденте секвенции) мы должны иметь возможность перебрать все переменные универсума для нахождения выполнимости предиката A(x), не ограничивая себя ничем (никаким условиями). Поэтому заменяем переменную данного предиката на мета-переменную, т.е. множество всех (возможных) переменных (универсума) нашего вывода. 


Или другими словами. Нахождение этой формулы в антецеденте соответствует нашему (гипотетическому вначале) предположению о ее совместимости с другими формулами. Для проверки этой формулы на совместимость с другими формулами вывода (или проверки на непротиворечивость нашего универсума рассмотрения) мы должны иметь возможность отождествить объект предикативной формулы (подкванторную переменную) с любой переменной нашего вывода.


С учетом идеологии семантических таблиц, (предполагаемая) ложность (xA(x) означает невозможность существование в нашем универсуме ни одного объекта, выполняющего данный предикат. Поэтому мы должны (квази)отождествить переменную формулы (предиката) с любой (произвольной) переменной универсума нашего вывода (это необходимо для нахождения (возможного) контрпримера, что докажет ложность нашего предположения о ложности (xA(x)). 


~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~


Для решения проблемы корректности (непротиворечивости) системы <соблюдения отношения логического следования> можно выделить три подхода: 


Сколемовский (или сколемо-эрбрановский) подход замены «сильных» кванторов на функции (в секвенциальных исчислениях // аналитических таблицах — введение нового параметра (или новой функции от ранее встречающихся переменных — эрбрановский универсум), ранее не встречающего в выводе; ср. с третьим подходом);


Подход Куайна (см. изл. у Войшвилло и Бочарова-Маркина), заключающийся в явном указании условий ограниченности переменных при применении (в и (и;


Подход Рассела — Гильберта (изложен у Смирнова и Анисова), заключающийся в использовании (—выражений (неопределенных дескрипций; или в общем случае, определенных («тот, который..») и неопределенных («некоторый…, удовлетворяющий условию…») дескрипций, которые у Гильберта фиксируются как (— и (— операторы), которые в завершенном выводе должны быть «удалены», т.е. заменены на нормальные (+ связанные кванторами) переменные (в частности, Д. Гильбертом доказаны следующие результаты (Смирнов, стр.223, 231): (0) Доказана (Д. Гильберт, П. Бернайс «Основания математики», т.1) элиминируемость (устранимость) (—операторов, т.е. определенных дескрипций (в основном, (— оператор использовался в случаях утверждения единственности объекта, т.е. (!x), а Д. Гильбертом (т.2) доказаны: (1) Всякая формула, доказуемая в ИПр доказуема и ИсПр с (—выражениями; (2 — NB!) Если в ИсПр с ( — выражениями из ( выводима формула A, и ни посылки  (, ни заключение A не содержат (—термов, то из ( выводима формула A и в ИсПр <т.е., хотя и не указаны способы элиминации (—термов, но их использование допустимо и не выводит за рамки «законных» выводов ИсПр>)


(??: Если введение ( по правилу (в соответствует (промежуточному) использованию определенной дескрипции (определенного артикля the), то снятие ( по правилу (и — «введению» (использованию) неопределенной дескрипции (неопределенному артиклю a)


(++: Синтаксически использование определенных и неопределенных дескрипций как полноценных переменных была развита А. Уемовым в языке тернарного описания)


Суть всех трех подходов — учет всех и предотвращение нежелательных «зацепленностей» вводимых (или исключаемых) переменных, которые нарушают общезначимость получаемых формул (при общезначимости формул-посылок). Заметим, что в большей степени это (формулировка предыдущего предложения) характеризует смысл правила (и ((xAx // At), где «новая» переменная появляется и может «вступать» в нежелательные «связи» с другими переменными, а в случае с правилом (в эта (нежелательная) связь неявно (случайно) уже имела место и не позволяет перейти к обобщению для любой переменной. Например, это имеет место в случае следующих «переходов»: y=y |—(x(x=y) (по правилу (в) или (x(x<y) |— y<y (по правилу (и).


Общее замечание. Первый подход является как бы более «синтаксическим» (математический стиль в логике), т.е. менее понятным с интуитивной (семантической) точки зрения. В данном случае правильность гарантируется доказательством теорем об эквивалентности вновь полученных — расширенных — исчислений или формул в расширенном языке. Второй и третий поход более интуитивны (их обоснование предполагает анализ (рассмотрение) семантического универсума рассуждений) и являются более «семантическими» (философский стиль в логике). За счет этого налагаемые ими ограничения менее сильные, т.е. они «запрещают» только тот min, который и вызывает нежелательные ситуации.


Сколемовский подход заключается в замене переменных «сильных» (положительных) кванторов на новые константы:


F( (анал.таб.) или (( (секвенции) (= правило (в систем натур. вывода): 


F(: S, F(xA(x) // S, FA(w),


где w — любая новая константа (т.е. константа, не входящая ни в S, ни в (xA(x))


T( или (( (= правило (и): S, T(xA(x) // S,TA(w), где w — любая новая константа.


За счет «новизны» переменных в принципе исключается возможность какого-либо нежелательной «зацепленности» этих переменных, а поскольку в данном случае задача общезначимости формулы редуцируется к поиску контрпримера, то «отпадает» задача связывания этих переменных в результирующем выводе (секвенции или таблице): нам достаточно найти противоречие типа FA(w) и TA(w).


Однако понятно, что такой контрпример найти в выводе невозможно без изменения «слабых» (отрицательных) кванторных правил, т.к. при использовании «сильных» правил T( и F( формулы A(w) (формулы с новыми переменными) появляется лишь в одном экземпляре (т.е. либо с отметкой T[A(w)], либо с отметкой F[A(w)]), поэтому [вместе с «усилением» запрета] необходимо «усилить» возможности по введению переменных, или видоизменить («усилить») другие кванторные правила (NB! Заметим, что если в выводимой формуле хотя бы один плюс-квантор стоит «глубже» минус-квантора, то формула заведомо невыводима; с другой стороны, анализ кванторных приставок может выявить классы разрешимых формул, например класс формул типа (n(m заведомо разрешим <в данном случае все плюс-правила стоят раньше всех минус-правил, поэтому сначала «снимая» все плюс-кванторы вводим новые переменные, а потом, «снимая» минус-кванторы, «снимаем» их по введенным с помощью плюс-кванторных-правил переменным и проверяем на доказуемость полученную предикативную формулу с константами>). Это достигается за счет сохранения возможности в последующем выводе повторно использовать посылки кванторных минус-правил: в этом случае появляется возможность «снятия» кванторов по новым — введенным с помощью кванторных плюс-правил — переменным, т.е. возможность замыкания вывода (секвенции или таблицы). 


«Синтаксическая» реализация этого выглядит так: 


T( (((): S, T(xA(x) // S, T(xA(x), TA(t)


F( (((): S, F(xA(x) // S, F(xA(x), FA(t)


где A(t) — результат правильной подстановки <произвольного и постоянного> терма t в формулу A(x) вместо всех вхождений переменной x.


Подход Куайна — Войшвилло, заключается в прямом указании условий ограниченности переменных, с помощью которых предотвращаются нежелательные ситуации («зацепленности», или коллизии переменных). Тем самым, накладываемые ограничения на минус-кванторные правила не так сильны (в частности, не требуется обязательного введения новой переменной) <подход восходит к У.Куайну, а излагается у Войшвилло (стр.80 — 84) по книге Гудстейна Р.Л. Математическая логика, М., 1961; см. также изложение у Бочарова-Маркина(стр.140—148))>.


Формулировка (и и (в стандартна. (и: (xA(x) // A(x/t) и (в: A(x/t) // (xA(x), где A(x/t) — результат правильной подстановки терма t в формулу A(x) вместо всех вхождений переменной x (заметим, что в (в это подстановка осуществляется как бы наоборот, т.е. не столько подстановка, сколько как бы проверка подстановки задним числом, т.к. мы сначала имеем формулу A(t), а уже потом получаем формулу (xA(x)).


Формулировка же правил (в и (и видоизменена (ограничена) и выглядит так:


(в: A(x/y) (или A(y)) // (xA(x): y — абсолютно ограничена, а x1, x2, … xn — ограничены (вторую часть условия можно сформулировать как «y ограничивает x1, x2, … xn»), где x1, x2, … xn — все свободные переменные A(x); NB!: заметим, что сама переменная x не ограничена, т.к. она связана в формуле A(x))


(заметим, что (<1>; общее замечание) отношение «y ограничивает x1, x2, … xn» и (<2>; частное замечание) здесь (как и выше в (в) осуществляется как бы проверка подстановки задним числом, т.к. сначала в выводе имеется A(y), а уже после (по (в) осуществляется переход к (xA(x); см. пояснения к условию об ограниченности переменных ниже).


(и: (xA(x) // A(x/у) (или A(y)), y — абсолютно ограничена и y ограничивает x1, x2, … xn (x1, x2, … xn — ограничены), т.е. все свободные переменные (xA(x) (опять-таки, сама переменная х — не ограничена), а A(x/y) (или A(y)) — результат правильной подстановки y вместо x в A(x)


На применении правил (в и (и в выводе <для соблюдения отношения логического следования> накладываются следующие ограничения (см. Войшвилло, стр.82; Бочаров-Маркин, стр.146): 


никакая переменная не может быть абсолютно ограничена выводе более одного раза; 


никакая переменная не может ограничивать сама себя (непосредственно или по транзитивности);


Кроме того, вводится понятие завершенного вывода, которое предполагает отсутствие в заключении и посылках (допущениях) вывода (завершенного вывода) свободных вхождений абсолютно ограниченных переменных, т.е. все такие переменные должны быть квантифицированы (тогда вывод будет завершен) <см. более прозрачную формулировку этого требования у Анисова, стр.211—216>. 





Данный запрет позволяет, например, исключить переходы типа: у=у |— (x(x=у) [x=y |— (x(x=у) |— (x(y(x=у)] и (x(х<у) |— у<у, т.е. переходов от истинных (выполнимых) утверждений к ложным. Действительно, при таком переходе переменная у ограничивает сама себя. Надо только учитывать, что ситуация самоограничения переменной может возникнуть не только прямым образом, как это было в приведенных выше примерах, но и косвенно. Здесь имеется в виду то обстоятельство, что отношение «х ограничивает у» является транзитивным, т.е. для него верно соотношение: «если х ограничивает z, а z ограничивает y, то х ограничивает у». Поэтому в выводе может возникнуть ситуация самоограничения некоторой переменной, скажем, переменной х, таким образом: в одном шаге вывода переменная х, будучи абсолютно ограниченной, ограничивает переменную у, а в другом шаге у будучи абсолютно ограниченной, ограничивает х. Тогда, по транзитивности, переменная х будет ограничивать сама себя (см. пример двойного перехода (вывода) в квадратных скобках). В основе этого заперта лежит разное понимание (использование) переменных в выводе.


Интерпретация всеобщности и условная интерпретация переменных. С семантической точки зрения основная интерпретация свободных индивидных переменных состоит в том, что они трактуются как пробегающие по некоторой предметной области, универсуму рассуждения (рассмотрения) и принимающие любые значения на нем (в этом и состоит главная роль свободных индивидных переменных). В случае, когда свободная индивидная переменная в составе формулы трактуется как знак, обозначающий любой (произвольный) объект из универсума, про нее говорят, что она употреблена в этой формуле в интерпретации всеобщности. Например, в выражении х + у = у + х, представляющем собой закон перестановочности сложения, переменные х и у употреблены в интерпретации всеобщности, так как это соотношение истинно при любых значениях х и у. 


Однако в составе формул переменные не всегда выполняют свою основную роль, т.е. не всегда могут рассматриваться как знаки, обозначающие любой (произвольный) объект универсума. Подобную ситуацию мы имеем в том случае, когда переменные входят в состав, например, математических уравнений. Так, в выражении х+5 = 8 переменная х уже не используется в интерпретации всеобщности, так как не обозначает произвольный объект из универсума. Напротив, возможные значения для х строго фиксированы, то есть ограничены условием данного утверждения. В этом случае говорят, что переменная использована в условной интерпретации. При таком использовании переменной получают ограничения и другие переменные, которые «зависят» от первой переменной в условной интерпретации. Рассмотрим такой пример. Пусть дано выражение х+5 < у. В составе этого выражения и переменная х (изначально), и переменная у (вторично, как зависящая от х) употреблены в условной интерпретации. Выберем теперь для х некоторое значение. Пусть х обозначает, скажем, число 1. Выбор этого значения для х сразу же накладывает ограничения на выбор возможных значений для у. Действительно, переменная у не может теперь принять в качестве значений числа, меньшие 7. Но выбор числа 2 как значения для х произволен. С таким же успехом мы могли бы выбрать в качестве значения для х число 500. Этот выбор сразу же по-новому ограничивает множество возможных значений для у. Теперь оно уже не может быть меньшим 506. Т.е. в случае условной интерпретации переменных выбор значения для одной переменной ограничивает выбор значений для других свободных переменных, входящих в выражение с этой переменной. Именно в такой, условной, интерпретации употребляются переменные в кванторных правилах (в и (и, которые (в общем случае, т.е. при интерпретации всеобщности переменных, не воспроизводят отношения логического следования). Покажем это на правиле (и при его применении к разобранным выше примерам. Пусть у нас есть выражение (х(х+5 = 8). Оно утверждает наличие в множестве натуральных чисел некоторого числа, удовлетворяющего условию х+5 = 8. Пусть таким числом будет значение терма (переменной) y, тогда по правилу (и (снимая квантор с переменной х и заменяя ее на переменную у), получаем выражение у+5 = 8, где у является абсолютно ограниченной переменной, ибо у обозначает теперь не произвольный объект нашего универсума, а выбранный нами объект (в данном случае он единственен) из универсума, удовлетворяющий условию предиката, т.е. у должен быть таким, чтобы у+5 = 8 (ср. с неопределенной декскрипцией (В. Смирнов), роль которой заключается в том, чтобы это условие записать явно!). Перейдем к более сложному примеру, для иллюстрации второй части ограничения на другие свободные переменные формулы. Рассмотрим выражение (х(х+5 < у). Выберем в универсуме некоторый объект, удовлетворяющий условию х+5 < у, о существовании которого говорит выражение (х(х+5 < у). Пусть выбранный объект обозначается переменной х. Тогда, применяя правило (и, можно получить выражение х+5 < у, где переменная х является абсолютно ограниченной, а переменная у является ограниченной переменной (т.к. зависит от абс. огр. переменной х).


Примеры выводов в системе натурального вывода


Для пояснения введенных ограничений разберем несколько примеров вывода. Сначала, выведем формулу (х(уА(х,у) |— (у(хА(х,у) 


1. (х(уА(х,у) — пос.


2. (уА(х,у) — из 1 по (и, х — абс. огр.


3. А(х,у) — из 2 по (и


4. (хА(х,у) — из 3 по (в 


5. (у(хА(х,у) — из 4 по (в, у — абс. огр.


В данном формальном рассуждении были абсолютно ограничены переменные х и у, но так как они (1) не ограничивают других переменных (см. шаги 2 и 5) и (2) не входят свободно ни в посылку, ни в заключение, данное рассуждение представляет собой завершенный вывод, т.е. вывод формулы построен (завершен).


Обратный же вывод формулы (у(х А(х,у) |— (х(уА(х,у) невозможен, из-за ограничений на применение правил (в и (и: 


1. (у(хА(х,у) — пос.


2. (хА(х,у) — из 1 по (и


3. А(х,у) — из 2 по (и, х — абс. огр и х ограничивает у.


== 4. (уА(х,у) — из 3 по (в, у — абс. огр и у ограничивает х ==


На этом шаге вывод должен быть «оборван», так как данная последовательность уже не удовлетворяет ограничению (2) на применение правил (в и (и: в выводе, согласно которому ни одна переменная не должна ограничивать сама себя. В нашем же случае на 3-м шаге х ограничивает у, на 4-м — у ограничивает х. Поэтому по транзитивности получается, что х ограничивает х (саму себя). Обойти эту сложность не удается даже изменением переменной при применении правила (и. И это не случайно, так как рассматриваемая выводимость вообще не может быть обоснована (например, [при числовой интерпретации], из того, что для любого числа есть (какое-то) большее число, не следует, что существует (конкретное) число, большее любого числа). 


Заметим, что применение правила (в на 4-ом шаге было бы вполне правомерным, т.е. вывод (более слабой) формулы (у(хА(х,у) |— (х(уА(х,у) вполне возможен:


1. (у(хА(х,у) — пос.


2. (хА(х,у) — из 1 по (и


3. А(х,у) — из 2 по (и, х — абс. огр и х ограничивает у.


4. (уА(х,у) — из 3 по (в 


5. (х(уА(х,у) — из 4 по (в 





Подход Рассела — Гильберта — Смирнова — Анисова заключается в явном (у Смирнова) или неявном использовании квази-имен, связанных с неопределенными дескрипциями ((—выражениями у Гильберта). «Прозрачность» изложения (вернее пояснения: пример с «введением» «полуэктового» имени котом Василием) достигается у Анисова, который излагает его на пояснении своей формулировки правила (и. Анисов в своей формулировке использует непрямое правило введения (в, что придает его изложению max интуитивную прозрачность.


Кванторные правила Анисовым вводятся так (повтор; см. выше прим.): 


Введение квантора всеобщности ((в)     Исключение квантора всеобщности ((и) 


         ( |— A(w) // ( |— (wA(w)                        (xA(x) // A(t) (или A(x/t))


Введение квантора существования ((в)    Прямое правило исключения квантора ((и)


        A(t) // (xAx                                     (xAx // A((), где ( — новое квази-имя


При этом для завершенности вывода (см. понятие «завершенного вывода» ниже; Бочаров-Маркин, стр.146) в случае применения правила (и вводимая им переменная — квази-имя ( (псевдо-имя; неопределенная дескрипция), в итоговом (завершенном!) вывода должна быть устранена путем ее замены на (нормальную) квантифицированную переменную по правилам введения кванторов (в и (в (т.е. в остальном использование переменных квази-имен не отличается от употребления обычных переменных!) <заметим, что на правило (в у Анисова наложено ограничение: оно применяется в самом конце вывода, т.е. после применений всех других кванторных правил>). Требование ненахождение квази-имен в посылках обеспечивается требованием его новизны.


Подход В.А. Смирнова является, видимо, самым «сильным», в том смысле, что накладывается min ограничения на плюс-кванторные правила (см. «Логика и компьютер», вып.3, где описана система Deductio). Основная идея заключается в том, что при формулировке (плюс)кванторных правил явным образом используются (—термы (неопределенные дескрипции Рассела — Гильберта) + используется идея введения временных (мета)переменных С. Кангера (см. его статью в сборнике «Математическая теория логического вывода» или изложение этой идеи у С. Маслова) + идея сколемовских функций для «сильных» кванторов. Именно за счет этого и достигается min (обоснованных семантически) ограничений на плюс-кванторные правила, хотя сам подход и его изложение (за счет расширения системы (—термами) более сложно и непонятно для неспециалиста. 


Попробую изложить суть подхода чуть подробнее и своими словами (насколько я его понял). При применении плюс-кванторных правил для соблюдения отношения логического следования необходимо наложить ограничения на (эти) правила удаления ( ((и) и введения ( ((в). Это достигается «явным» указанием — с использованием (—термов — на «перечень» тех условий, которым должны удовлетворять вводимые этими правилами подкванторные переменные. В случае правила исключения ( ((и) — это (положительное) требование удовлетворять «свойству», выраженному предикату A(x) (на языке (—термов это ограничение-условие можно записать так: (xA(x)). Случай с правилом введения ( ((в) (из-за его «меньшей» некорректности) более сложный. Здесь возможны две ситуации. Во-первых, если в процессе вывода на обобщаемую по этому правилу переменную никаких «условий» не было, то эта переменная используется в выводе в интерпретации всеобщности и вообще никаких «ограничений» на ее использование накладывать не нужно. Для формализации этой ситуации можно ввести непрямое правило вывода ((в), например правило обобщение (как это делается в аксиоматических системах и у Анисова): ( |— A(w) // ( |— (wA(w), — из Aw непосредственно выводимо (xAx (по-моему, эта возможность в системе Смирнова не реализована). Т.е. возможно навешивание квантора всеобщности (без всяких ограничений) на любую переменную на заключительных шагах вывода. Вторая ситуация (как раз связанная с общей некорректностью произвольного обобщения), связанная с (в может возникнуть на промежуточных шагах вывода. В этом случае, для предотвращения возможной некорректности, на обобщаемую переменную надо наложить ограничения (см. подход Куайна), т.е. в общем случае (для соблюдения логической корректности) эта переменная должна удовлетворять каким-то условиям, что и можно выразить с помощью аппарата неопределенных дескрипций ((—термов). Требование, которое здесь предлагается на первый взгляд кажется парадоксальным: обобщаемая переменная должна опровергать предикат (т.е. не удовлетворять ему), или (x(A(x), т.е. из числа обобщаемых переменных исключаются те, которые выполняют предикат A(x). Однако в этом случае (при таких ограничениях на выбор переменных) формула A(x) является ложной, а в классических системах из лжи можно вывести любую формулу, в том числе (xA(x). Теперь о других ограничениях, связанных с «зацепленностью» переменных (ср. с подходом сколемовских функций). Если в этой формуле ранее содержались предшествующие минус-кванторные правила (что фиксируется введением «временных» переменных), то для исключения взаимозависимостей квази-имен (вводимых плюс-кванторными правилами) (<1> или «прямых», или <2> по транзитивности) вводятся «сколемовские функции», т.е. выражение типа ((t1, t2, … tn) , в которых «запрещены» типа (((). Если в процессе вывода «коллизий» между переменными не возникает, т.е. каждое квази-имя ( («полуэктовое») ( используется один раз, то вывод соответствует отношению логического следования и может быть (будет) завершен, т.е. можно считать, что введенная квази-переменная может «освободиться» от введенных ограничений, т.е. использоваться в интерпретации всеобщности.


Введение квантора ( ((в)   A(() // (xA(x),


где ( — новое (квази)имя, удовлетворяющее условию (x(A(x) 


(вводя (xA(x) мы вводим «зависимость» х, которая заключается в том, что х выбирается из тех переменных, которые не выполняют условию A(x). (см. обсуждение этого парадоксального условия В.А. Смирнова выше)). 


Это можно выразить в «зависимости» формулы (xA(x) [(x(A(x)] (полученной из «зависимой» формулы A(() [(x(A(x)]), которая на заключительном шаге вывода может (должна) быть «снята» (ср. с понятием завершенного вывода). 


Или (с учетом наличия временных переменных): 


Введение квантора ( ((в):


A(( или ((t1, t2, … tn)) [(x(A(x)] // (xA(x) [(x(A(x)],


где ( — новое (квази)имя, удовлетворяющее условию (x(A(x) (см. пояснению к этому парадоксальному условию выше), а t1, t2, … tn — имеющие в этой формуле временные переменные (с учетом того, что ((t1, t2, … tn) при отсутствии временных переменных «превращается» в константу (, можно упростить запись посылки правила).


Исключение квантора ( ((и)   (xAx // A((), 


где ( — новое (квази)имя, удовлетворяющее условию (xA(x) (в универсуме должен быть объект, удовлетворяющий A(x)), т.е. «зависимость» (ограничение на () A(() [(xA(x)])


Или (с учетом наличия временных переменных): 


Исключение квантора ( ((и)   (xAx // A(((t1, t2, … tn)) [(xA(x)], 


где ( — новое (квази)имя, удовлетворяющее условию (xA(x) ((xA(x) (в универсуме должен быть объект, удовлетворяющий A(x)), а t1, t2, … tn — имеющие в этой формуле временные переменные (при их отсутствии ((t1, t2, … tn) в ().


<Примечание к правилу (и: требование о «должествовании» наличия объекта надо понимать так: если такого объекта в «первоначальном» универсуме нет, но он (в принципе, из-за наличия формулы (xAx) возможен, т.е. в ходе нашего рассуждения (построения вывода) не встретилось прямого указания на запрет такого объекта, то считаем, что такой объект существует («достраиваем» первоначальный универсум)>


Заметим, что введенные нами «зависимости» (у В.А. Смирнова они фиксируются в (—выражениях) как таковые можно не «тянуть» по всему выводу, т.к. на наличие зависимости указывает (особый) тип переменной (() для квази-имен. Они — зависимости — нужны скорее для «ослабления» ограниченности квази-имен (ср. с выражением «абсолютная зависимость» у Куайна — Войшвилло), т.к. все (min) условия ограничения нами указаны явно. 





Сравнительная «сила» трех подходов. 


Подход, основанный на сколемовских функциях в секвенциях (таблицах) и подход Куайна (в системах натурального вывода) примерно одинаковы по силе. При сколемизации накладываются слишком сильные ограничения на «сильные» кванторы (введение новых параметров), но эти ограничения компенсируется «повышением» мощности для «слабых» кванторов. Подход, связанный с (простым) ограничением переменных (и блокировкой возможных транзитивных самозависимостей) кажется более слабым, но требование о недопустимости «двойного» ограничения какой-либо переменной соответствует требованию о введении нового объекта (соответственно, введение нового объекта – это неявное введение ограниченной переменной, которая обладает свойством «одноразовости»; см. прояснение этой ситуации у Анисова в сюжете о «полуэктовых» именах). Здесь вводятся более слабые (и более осмысленные) требования на ограничения переменных, но и не «повышается» мощность других кванторных правил. 


Более сильным является подход, связанных с использованием (—термов, за счет чего — более точного указания «области» ограничения — удается минимизировать «ограничения» на переменные. В частности, здесь отсутствует требование «одноразовости», т.к. надо следить только за тем, чтобы сформулированные условия (ограничения) не вступали между собой в противоречие и тогда можно на одну и ту же переменную навешивать два и более «ограничения». Однако эта гипотеза требует проверки, а именно: надо указать формулу, которая будет выводима в исчислении с (—термами, но невыводима в других исчислениях.





�
ПРИЛОЖЕНИЕ 


Генценовские исчисления натурального вывода 


(излагается по учебнику В.П. Мухачева)





Обратить внимание на формулировку и «смысл» кванторных правил: 





Введение квантора всеобщности:	 Удаление квантора всеобщности:


                  �EMBED Equation.3���					�EMBED Equation.3���


Введение квантора существования:	Удаление квантора существования:


              �EMBED Equation.3���				                �EMBED Equation.3���


	(+: Если F доказано для любого «для произвольного а», то имеет место (xFx. Предположение, что а «совершенно произвольно», может быть точнее выражено так: Fa не зависит ни от какого допущения, в которое входит предметная переменная а.


	(-: Это правило совершенно очевидно. Если доказано, что для всех х каждого класса имеет место Fx, то и для произвольно выбранного а из этого класса верно, что Fx


	(+: Если Fa доказано «для произвольного а», то можно утверждать, что существует «такой х, что Fx;


	(-: Имеем (xFx. Далее рассуждаем так: пусть а — именно такой объект, для которого имеет место F, т.е. допустим, что имеет место Fa. (В качестве а надо брать такую переменную, которая не входит в (xFx. Если опираясь на это допущение, мы докажем некоторое высказывание С, которое уже не содержит а и не зависит ни от каких других допущений, содержащих а, то С доказано независимо от допущения Fa.


~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~


(1. Исчисление NJ.





Определение 2.1. NJ — вывод состоит из формул, расположенных в виде дерева.





Определение 2.2. Допущения — это исходные формулы вывода, каждой из которых в выводе поставлена в соответствие в точности одна Н-фигура заключения (при этом данная исходная формула стоит «выше» нижней формулы этой Н-фигуры заключения.)


	Все формулы, стоящие ниже данного допущения и одновременно выше нижней формулы той Н-фигуры заключения, которой сопоставлено данное допущение, а также само данное допущение называются зависящими от данного допущения. Таким образом, заключение делает полученное в его результате высказывание независимым от сопоставленного ему допущения.


	В соответствии со сказанным, конечная формула вывода не зависит ни от каких допущений.








СХЕМЫ ФИГУР ЗАКЛЮЧЕНИЯ





Введение конъюнкции: 			Удаление конъюнкции:





�EMBED Equation.3���		                                      �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���         �EMBED Equation.3���





Введение дизъюнкции:				Удаление дизъюнкции:





 �EMBED Equation.3���	�EMBED Equation.3���			                  �EMBED Equation.3���








Введение импликации:				Удаление импликации:





            �EMBED Equation.3���					          �EMBED Equation.3���








Введение отрицания:				Удаление отрицания:





               �EMBED Equation.3���					          �EMBED Equation.3���








Введение произвольного высказывания:


                             �EMBED Equation.3���





Введение квантора всеобщности:	 Удаление квантора всеобщности:





                  �EMBED Equation.3���					�EMBED Equation.3���





Введение квантора существования:	Удаление квантора существования:





              �EMBED Equation.3���				                �EMBED Equation.3���





	Собственной переменной некоторой фигуры заключения �EMBED Equation.3��� (соответственно �EMBED Equation.3���) мы называем свободную предметную переменную, обозначенную в соответствующей схеме  посредством а; предполагается, что она существует, т.е.  связанная предметная переменная, обозначенная посредством x, входит в формулу обозначенную посредством Fx.


	Ограничение на переменные:


NJ-вывод должен удовлетворять еще следующим условиям:


	собственная переменная �EMBED Equation.3��� не должна входить ни в формулу, обозначенную в схеме посредством (xFx, ни в одно из допущений, от которых эта формула зависит;


	собственная переменная �EMBED Equation.3��� не должна входить ни в формулу, обозначенную в схеме посредством (xFx ни в верхнюю формулу, обозначенную посредством С, ни в одно из допущений, от которых последняя зависит, исключая допущение, которое обозначено посредством Fa и сопоставлено данной фигуре заключения.


***





	Пояснения к схемам фигур заключения и содержательный смысл NI-фигур заключения.





	Согласно Генцену, основная идея создания натурального исчисления связана с намерением «построить такой формализм, который был бы как можно ближе к применяющимся в действительности рассуждениям».


	Генцен считал, что основным признаком, отличающим натуральные исчисления от других, в частности аксиоматических, является то, что «натуральные выводы исходят вообще не из логических аксиом, а из допущений, из которых делаются логические заключения. А затем посредством некоторых дальнейших заключений результат делается уже независимым от допущений».


	Заметим, что в нашем перечне схем фигур заключения знаки, стоящие в квадратных скобках имеют следующее значение: формально равные формулы этого вида в любом количестве (в том числе и нулевом) могут сопоставляться фигуре заключения в качестве допущений. Они, следовательно, должны быть исходными формулами вывода и находиться в тех нитях вывода, к которым принадлежит соответствующая верхняя формула фигуры заключения (т.е. та верхняя формула, над которой в схеме стоят квадратные скобки; она сама должна быть допущением).


	Отмеченное в выводе соответствие между данной Н-фигурой заключения и сопоставленным ей  заключением отмечено, например, посредством общей нумерации.


	Теперь мы поясним содержательный смысл схем фигур заключения и тем самым попытаемся показать, что исчисление NI  воспроизводит «действительные рассуждения».


	&+: Словами это заключение можно выразить так: «Если имеют место два высказывания А и В, то имеет место и сложное  высказывание (А(В)».


	&-: Если доказано (имеет место) высказывание А(В, то имеет место высказывание А, или имеет место высказывание В. Этот факт отражается наличием двух схем заключения.


	(+: Если доказано высказывание А или высказывание В, то имеет место и высказывание (А(В), этот факт также отражается наличием двух схем заключения.


	(- (разбор случаев): Если доказано (А(В), то можно вести доказательство разбором случаев. Предположим сначала, что имеет место А, и из него выведем С. Если далее из предложения о том, что имеет место В, снова вывели С, то С вообще имеет место уже независимо от обоих допущений. 


	(+: Если В доказано с использованием допущения А, то (уже без этого допущения из А следует В, т.е (А(В)).


(-: Это правило есть уже известный modus ponens. Если доказано А и доказано А ( В, то имеет место и В.





	(+: Если из допущения А следует нечто ложное (Л), то А не является истинной, т.е. имеет место (А.


	(-: А и (А означает «противоречие», а таковое не может соответствовать действительности (закон противоречия). Это формально отражено в фигуре заключения �EMBED Equation.3���, где знак Л означает «противоречие», «ложность».


	ВПВ:  Если имеет место нечто ложное, то имеет место любое высказывание.


	(+: Если F доказано для любого «для произвольного а», то имеет место (xFx. Предположение, что а «совершенно произвольно», может быть точнее выражено так: Fa не зависит ни от какого допущения, в которое входит предметная переменная а.


	(-: Это правило совершенно очевидно. Если доказано, что для всех х каждого класса имеет место Fx, то и для произвольно выбранного а из этого класса верно, что Fx


	(+: Если Fa доказано «для произвольного а», то можно утверждать, что существует «такой х, что Fx;


	(-: Имеем (xFx. Далее рассуждаем так: пусть а— именно такой объект, для которого имеет место F, т.е. допустим, что имеет место Fa. (В качестве а надо брать такую переменную, которая не входит в (xFx. Если опираясь на это допущение, мы докажем некоторое высказывание С, которое уже не содержит а и не зависит ни от каких других допущений, содержащих а, то С доказано независимо от допущения Fa.
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