Катречко С.Л.


Правила для кванторов в исчислении предикатов (сокр.)





Из четырех правил (введения и удаления) кванторов (см. В.А. Смирнов «Формальный вывод и логические исчисления», стр.217 — 218; В.А. Бочаров, В.И. Маркин «Основы логики». —М., Инфра-М, 2002, стр.147) два из них, а именно: 


(-исключения (xAx // At (знак «//» соответствует горизонтальной черте следования)


(-введения At // (xAx 


в классической логике воспроизводят отношение логического следования, т.е. при истинности посылок гарантируют истинность заключения. Для (и это означает, что переход от формулы (xA(x) к A(x/t) оправдан тем, что имеет место логическое следование (xA(x) |= A(x/t), а для (в переход от A(x/t) к (xA(x) оправдан наличием логического следования A(x/t) |= (xA(x).


(соответственно, в секвенциях это минус-правила (минус-кванторные правила) (( и ((, а в аналитических таблицах T( и F(, т.е. правилу удаления = (соответствует) = стрелка слева (в сукцеденте секвенции), а правилу введения == стрелка справа (в антецеденте секвенции; минус-правила, т.к. эти кванторные комплексы (см. теорему Эрбрана в книге «Математическая теория лог. вывода) имеют знак минус и являются «слабыми», т.к. не вводят новых переменных)


Два же других («сильных») кванторных правила: 


(-введения (((, F() Aw // (xAx 


(-исключения (((, T( ) (xAx // At 


— не воспроизводят отношения логического следования. Причем ситуация такова: 


Правило (-введения (Aw // (xAx) в общем не гарантирует логического следования. Например, если для каких-то х и у справедливо х<у, то отсюда вовсе не следует утверждение о том, что любой объект (х) меньше (какого-то) у: х<у |— (x(х<у). Однако (!) (-введения хотя и не гарантирует логического следования, но гарантирует при общезначимости в данной области Aw, общезначимость в этой области и формулы (xAx, если рассуждение в общем случае не ограничивает переменную w , т.е. в ходе рассуждения речь ведется о любой (произвольной) переменной w (w используется в интерпретации всеобщности; см. об этом ниже). Поэтому, это правило можно ввести как непрямое правило обобщения: ( |— A(w) // ( |— (wA(w). Так, например, переход у=у |— (x(x=х) вполне правомерен.


Правило (-исключения ((xAx // At) не только не воспроизводит отношения логического следования, но и не гарантирует при универсальной общезначимости посылки универсальную общезначимость заключения (понятно, что из утверждения о (возможном!) существовании какого-то объекта x, удовлетворяющего предикату A(x) не (всегда) следует реальное существование какого-то конкретного объекта, удовлетворяющего предикату A(t): например, из утверждения о существовании некоторого числа, большего любого другого числа мы не знаем (из-за бесконечного числового ряда) конкретное значение этого числа). Например, переход (x(х<у) |— у<у не правомерен (не воспроизводит отношения логического следования), т.к. из (возможно) истинного высказывания получается заведомо ложное. Более того, в этом случае var х используется уже в условной интерпретации.


Несмотря на это, в исчислении предикатов все же принимаются эти правила, но, чтобы не допустить возможности выведения из истинных утверждений ложных заключений, необходимо каким-то образом «заблокировать» негативное влияние отсутствия логического следования. Это достигается различными способами (см. об этом ниже).


Интерпретация всеобщности и условная интерпретация переменных. С семантической точки зрения основная интерпретация свободных индивидных переменных состоит в том, что они трактуются как пробегающие по некоторой предметной области, универсуму рассуждения (рассмотрения) и принимающие любые значения на нем (в этом и состоит главная роль свободных индивидных переменных). В случае, когда свободная индивидная переменная в составе формулы трактуется как знак, обозначающий любой (произвольный) объект из универсума, про нее говорят, что она употреблена в этой формуле в интерпретации всеобщности. Например, в выражении х + у = у + х, представляющем собой закон перестановочности сложения, переменные х и у употреблены в интерпретации всеобщности, так как это соотношение истинно при любых значениях х и у. 


Однако в составе формул переменные не всегда выполняют свою основную роль, т.е. не всегда могут рассматриваться как знаки, обозначающие любой (произвольный) объект универсума. Подобную ситуацию мы имеем в том случае, когда переменные входят в состав, например, математических уравнений. Так, в выражении х + 5 = 8 переменная х уже не используется в интерпретации всеобщности, так как не обозначает произвольный объект из универсума. Напротив, возможные значения для х строго фиксированы, то есть ограничены условием данного утверждения. В этом случае говорят, что переменная использована в условной интерпретации. При таком использовании переменной получают ограничения и другие переменные, которые «зависят» от первой переменной в условной интерпретации. Рассмотрим такой пример. Пусть дано выражение х + 5 < у. В составе этого выражения и переменная х (изначально), и переменная у (вторично, как зависящая от х) употреблены в условной интерпретации. Выберем теперь для х некоторое значение. Пусть х обозначает, скажем, число 1. Выбор этого значения для х сразу же накладывает ограничения на выбор возможных значений для у. Действительно, переменная у не может теперь принять в качестве значений числа, меньшие 7. Но выбор числа 2 как значения для х произволен. С таким же успехом мы могли бы выбрать в качестве значения для х число 500. Этот выбор сразу же по-новому ограничивает множество возможных значений для у. Теперь оно уже не может быть меньшим 506. Т.е. в случае условной интерпретации переменных выбор значения для одной переменной ограничивает выбор значений для других свободных переменных, входящих в выражение с этой переменной.





Кванторные правила в разных системах исчисления предикатов





1. В аксиоматических системах кванторные правила задаются (см. Е.К. Войшвилло Сим. логика) с помощью следующих четырех (схем) аксиом и одного правила вывода (правила обобщения): 


(xA(x) ( A(t) — схема (и 


A(t) ( (xA(x) — схема (в 


(x(B ( C(x)) ( (B ( (xC(x)) — схема введения ( в консеквент.


(x(C(x) ( B) ( ((xС(x) ( B) — схема введения ( в антецедент.


где A(t) — результат правильной подстановки терма t вместо x в A(x); B — не содержит x свободно.


Правило обобщения (= см. ниже (в) A(t) |— (xA(x) (из A(t) непосредственно выводимо (xA(x)





2. В системах натурального вывода (Войшвилло; Анисов; Смирнов) правила задаются так: 


       Введение квантора всеобщности ((в)                 Исключение квантора всеобщности ((и) 


         ( |— A(w) // ( |— (wA(w)                                  (xA(x) // A(t) (или A(x/t))


      Введение квантора существования ((в)                Исключение квантора существования ((и) 


               A(t) // (xAx                                          (, A(w) |— B // (, (xAx |— B


Правило исключения ( можно ввести как прямое правило: (xAx // A((), где ( — новое квази-имя. 


При этом для завершенности вывода (см. понятие «завершенного вывода» ниже (+ Бочаров-Маркин) в случае применения правила (и вводимая им переменная — квази-имя ( (псевдо-имя; неопределенная дескрипция), в итоговом (завершенном!) вывода должна быть устранена путем ее замены на (нормальную) квантифицированную переменную по правилам введения кванторов (в и (в. (т.е. в остальном использование переменных квази-имен не отличается от обычных переменных!)





Подход Куайна, заключается в прямом указании условий ограниченности переменных, с помощью которых предотвращаются нежелательные ситуации коллизии переменных. 


Формулировка (и и (в стандартна: (и: (xA(x) // A(x/t) и (в: A(x/t) // (xA(x), где A(x/t) — результат правильной подстановки терма t в формулу A(x) вместо всех вхождений переменной x 


Подстановка A(x/t) правильна, если ни одна var из t не окажется связанной на местах подстановки.


Формулировка же правил (в и (уд видоизменена (ограничена) и выглядит так:


(в: A(x/y) (или A(y)) // (xA(x): y — абсолютно ограничена, а x1, x2, … xn — ограничены (или «y ограничивает x1, x2, … xn»), где x1, x2, … xn — все свободные переменные A(x);


(и: (xA(x) // A(x/у) (или A(y)), y — абсолютно ограничена и y ограничивает x1, x2, … xn (x1, x2, … xn — ограничены), т.е. все остальные свободные переменные (xA(x) (NB!: сама var x не ограничена, т.к. она связана), а A(x/y) (или A(y)) — результат правильной подстановки y вместо x в A(x)


Кроме того, на применении правил (в и (и в выводе [для соблюдения при осуществлении вывода отношения логического следования!] накладываются следующие ограничения: 


1. Никакая переменная не может быть абсолютно ограничена выводе более одного раза; 


2. Никакая переменная не может ограничивать сама себя (непосредственно или по транзитивности);


Данный запрет позволяет, например, исключить переходы типа: у=у |— (x(x=у) [x=y |— (x(x=у) |— (x(y(x=у)] и (x(х<у) |— у<у, т.е. переходов от истинных (выполнимых) утверждений к ложным. Действительно, при таком переходе переменная у ограничивает сама себя. Надо только учитывать, что ситуация самоограничения переменной может возникнуть не только прямым образом, как это было в приведенных выше примерах, но и косвенно. Здесь имеется в виду то обстоятельство, что отношение «х ограничивает у» является транзитивным, т.е. для него верно соотношение: «если х ограничивает z, а z ограничивает y, то х ограничивает у». Поэтому в выводе может возникнуть ситуация самоограничения некоторой переменной, скажем, переменной х, таким образом: в одном шаге вывода переменная х, будучи абсолютно ограниченной, ограничивает переменную у, а в другом шаге у будучи абсолютно ограниченной, ограничивает х. Тогда, по транзитивности, переменная х будет ограничивать сама себя (см. пример двойного перехода (вывода) в квадратных скобках).


Помимо этих ограничений на правила (в и (и необходимо, чтобы вывод был завершен, т.е. в заключении и посылках (допущениях) вывода (завершенного вывода) нет свободных вхождений никаких абсолютно ограниченных переменных: все такие переменные должны быть квантифицированы. 


Разберем несколько примеров вывода. Сначала, выведем формулу (х(уА(х,у) |— (у(хА(х,у) 


1. (х(уА(х,у) — пос.


2. (уА(х,у) — из 1 по (и, х — абс. огр.


3. А(х,у) — из 2 по (и


4. (хА(х,у) — из 3 по (в 


5. (у(хА(х,у) — из 4 по (в, у — абс. огр.


В данном формальном рассуждении были абсолютно ограничены переменные х и у, но так как они (1) не ограничивают других переменных (см. шаги 2 и 5) и (2) не входят свободно ни в посылку, ни в заключение, данное рассуждение представляет собой завершенный вывод (х(уА(х,у) |— (у(хА(х,у).


Обратный же вывод формулы (у(х А(х,у) |— (х(уА(х,у) невозможен, из-за ограничений на применение правил (в и (и:


1. (у(хА(х,у) — пос.


2. (хА(х,у) — из 1 по (и


3. А(х,у) — из 2 по (и, х — абс. огр и х ограничивает у.


== 4. (уА(х,у) — из 3 по (в, у — абс. огр и у ограничивает х ==


На этом шаге вывод должен быть «оборван», так как данная последовательность уже не удовлетворяет ограничению (2) на применение правил (в и (и: в выводе, согласно которому ни одна переменная не должна ограничивать сама себя. В нашем же случае на 3-м шаге х ограничивает у, на 4-м — у ограничивает х. Поэтому по транзитивности получается, что х ограничивает х (саму себя). Обойти эту сложность не удается даже изменением переменной при применении правила (и. И это не случайно, так как рассматриваемая выводимость вообще не может быть обоснована (например, [при числовой интерпретации], из того, что для любого числа есть (какое-то) большее число, не следует, что существует (конкретное) число, большее любого числа). 


Заметим, что применение правила (в на 4-ом шаге было бы вполне правомерным, т.е. вывод (более слабой) формулы (у(хА(х,у) |— (х(уА(х,у) вполне возможен:


1. (у(хА(х,у) — пос.


2. (хА(х,у) — из 1 по (и


3. А(х,у) — из 2 по (и, х — абс. огр и х ограничивает у.


4. (уА(х,у) — из 3 по (в 


5. (х(уА(х,у) — из 4 по (в 





3. В секвенциальных исчислениях (методе аналитических таблиц) для задания кванторных правил используется сколемовский метод элиминации «положительных кванторов», т.е. при снятии этих кванторов вводятся новые переменные (константы) для исключения возможных нежелательных зависимостей (соответственно, ситуации самоограничения var; см. выше подход Куайна):


F(: S, F(xA(x) // S, FA(w), где w — любая новая константа (константа, не входящая ни в S, ни в (xA(x))


==== сравни F( (анал. таб.) = (( (секвенции) = правило (в систем натур. вывода ===


T( (= (( и = правило (и): S, T(xA(x) // S,TA(w), где w — любая новая константа.


Правила для «слабых» (отрицательных) кванторов при таком использовании «сильных» правил T( и F( «усиливаются» так (допустимо их многократное применение): 


T( (((): S, T(xA(x) // S, T(xA(x), TA(t)


F( (((): S, F(xA(x) // S, F(xA(x), FA(t)


где A(t) — результат правильной подстановки <произвольного и постоянного> терма t в формулу A(x) вместо всех вхождений переменной x.


