Катречко С.Л.

Куайновский вариант систем натурального вывода.
За основу предложенной здесь формулировки системы натурального вывода был взят подход известного американского логика и философа мыслителя У. Куайна (более точно надо говорить о подходе С. Яськовского — К. Куайна — Ф. Фитча
, который является альтернативным по отношению к формулировке систем натурального вывода Г. Генценом, сближающего его с предложенными им же в то же время секвенциальными исчислениями) в модификации Е.К. Войшвилло и В.А. Бочарова (проф. кафедры логики философского факультета МГУ; см. полное изложение этого подхода в: (1) Е.К. Войшвилло «Символическая логика…» и (2) Бочаров В.А., Маркин В.И. «Основы логики»). Выбор именно этого исчисления был обусловлен теми соображениями, что данная система обладает целым рядом дидактических преимуществ: наличие только прямых правил вывода, позволяющих переходить от формул к формулам, простая формулировка понятия вывода. С другой стороны, при формулировке исчисления был использован и подход В.А. Смирнова, который предложил понимание логических систем натурального вывода как исчислений с субординатным понятием выводом (см. его работу «Формальный вывод и логические исчисления»), что, наряду с тем, что здесь вывод может строиться в обоих направлениях: «сверху вниз», как в аксиоматических, и «снизу вверх», как в секвенциальных системах, прямо указывает на существенную особенность натурального вывода как такового в отличие от выводов в других логических формализмах: аксиоматических системах (гильбертовского типа), в которых вывод представляет собой (линейную) последовательность формул; и секвенциальных исчислениях (генценовского типа; или в близком по «идеологии» построения вывода к секвенциям методе аналитических (семантических) таблиц), в которых вывод реализован в форме дерева. Первая характерная особенность системы — формулировка особых правил вывода. Более того, в этих системах, в отличие от, прежде всего, аксиоматических систем, есть только правила вывода, а исходных аксиом нет. Как пишет Г. Генцен (один из создателей («идеологов») систем натурального вывода), основная его идея состояла в намерении «построить такой формализм, который был бы как можно ближе к применяющимся в действительности рассуждениям», а специфика такого рода формализмов заключалась в том, «натуральные выводы исходят вообще не из логических аксиом, а из допущений, из которых делаются логические заключения, …[которые в дальнейшем] посредством некоторых [преобразований] делаются уже независимыми от [первоначально сформулированных нами] допущений».

Тем самым главным «достижением» систем натурального вывода является возможность формализации в них непрямых (косвенных) способов обоснования, т.е. таких способов, которые позволяют в (естественных) рассуждениях использовать не только (истинные) посылки, но и допущения (предположения, истинность которых не доказана), что подчас существенно облегчает построение (поиск) вывода. Техническая трудность, которая здесь возникает, — «грамотное» удаление используемых в ходе рассуждений предположений, т.е. исключение тех «кусков» вывода, которые зависят от введенных допущений. Решается она с помощью «встраивания» в основной вывод «вспомогательных» (с использованием допущений) выводов (т.е. субординатный вывод напоминает «матрешку») и описанием процедур как перехода «вглубь» к вспомогательным выводам, так и обратных процедур перехода «наверх» к основному выводу.
Правила вывода в системах натурального вывода вводятся как правила введения (эти правила помечены индексом «в») и исключения (эти правила помечены индексом «и») логических связок. Фактически, эти правила «задают» процедурный смысл пропозициональных логических связок. Более важны, в этом аспекте, правила введения логических знаков, которые как бы являются (процедурными) «определениями» соответствующих знаков, а правила удаления являются лишь «следствиями» этих «определений»: при применении правила удаления формула, содержащая этот знак (сам знак), может использоваться лишь в том же «значении», которая она (он) получил при его введении. С другой стороны все правила делятся на однопосылочные (над чертой пишется одна формула) и двухпосылочные (над чертой пишутся две формулы) (эта классификация на различном процедурном «смысле» соответствующих логических знаков, однако она не соответствует стандартному «функциональному» разделению логические связок на бинарные <(, &, (> и унарные <(>). <Далее будем формулы, стоящие в правилах вывода над чертой, называть посылками правил вывода, а формулы, стоящие под чертой, — заключением правил вывода. Используемые нами при задании правил заглавные буквы (например, A и B) являются метасимволами и обозначают любую п. п. ф. исчисления высказываний (в этом смысле, правила вывода натурального вывода соответствуют схемам аксиом аксиоматических исчислений)>.
Правила вывода:
&в:     А, B                            &и:     A ( B   ,     А ( B 
         A & B                                       A                 B     

(и:       А     ,      B                 (и:     A ( B, (A 
        A ( B      A ( B                            B         

(в**:       B                          (и:    A ( B, A 
          C ( B                                     B       

(в**:  D, (D (()                  (и:    ((A 
             (C                                       A    
** — в правилах (в и (в нижняя формула (заключение правила) С является последним из еще не исключенных допущений, выражение D, (D (() в (посылках) правиле (в фиксирует «факт» появление в выводе некоторого (неизвестного! вначале и поэтому обозначенного отличными от остальных переменных переменными D и (D ) противоречия, на основании которого и вводится знак отрицания ((С).

Интерпретация правил. Общее понимание правил вывода как процедурных «определений» логических связок было дано выше. Другими словами каждое из правил вывода представляет собой формулировку разрешения нечто осуществить, а именно если даны формулы того вида, который указан выражениями, стоящими над чертой (посылки правил), то каждое правило разрешает записать после этого формулу того вида, который имеет выражение, стоящее под чертой (заключение правила).

Так, правило &в (введение конъюнкции) является двухпосылочным. Оно позволяет, если даны произвольные две формулы А и В, объединить их в конъюнкцию — А & В.
(Два) правила &и (исключение конъюнкции) являются однопосылочными. Они позволяют, если дано конъюнктивное выражение вида А & В, выделить из него как левый, так и правый член конъюнкции. При (последовательном) применении обоих правил конъюнкция «рассыпается» на составляющие ее члены.

(Два) правила vb (введения дизъюнкции) являются тоже однопосылочными. Первое из них разрешает при наличии некоторой формулы А присоединить к ней дизъюнктивно справа произвольную формулу В и получить выражение вида А V В. Аналогично второе правило разрешает при наличии некоторой формулы В присоединить к ней слева произвольную формулу А и получить выражение вида А V В.

Правило vи (исключение дизъюнкции) является двухпосылочным. Действие по этому правилу состоит в том, что, имея дизъюнктивную формулу вида А V В и имея формулу вида (A, которая является отрицанием (именно) левого члена дизъюнкции, нам разрешается перейти к формуле В, то есть выделить правый член дизъюнкции А V В. Это хорошо известное в логике правило tollendo ponens.

Правило (и (исключение импликации) тоже двухпосылочно. Как и предыдущее, оно позволяет отделить правый член (консеквент) импликации, но при других условиях, а именно если дана импликативная формула вида A ( В и дана формула А, совпадающая с антецедентом данной импликации. Т.е. этот правило — аналог самого известного в традиционной и современной логике правила modus ponens.
Правило (и (исключение отрицания) однопосылочно. Оно позволяет снимать двойное отрицания с любой формулы.

Особо остановимся на правилах (в (введение импликации) и (b (введение отрицания). Как уже было отмечено выше, своеобразие этих правил состоит в том, что формула С в заключениях этих правил — не любое выражение, а последнее допущение (посылка) в некотором рассуждении. Таким образом, формулировка этих — непрямых — правил позволяет соотносить между собой (в отличие от других — прямых — правил вывода, которые соотносят между собой в рамках одного вывода некоторые формулы) «вспомогательные» («внутренние», «вложенные») и «основные» («внешние») выводы. Явно указанной формальной особенностью этих непрямых правил вывода является то, что они — в ходе построения вывода — могут «исключать» допущения, а подразумеваемым смыслом этих правил является то, что они используются в «паре» с другими поисковыми правилами — эвристиками, которые «вводят» эти допущения: правило (в работает «в паре» с известным методом (правилом) дедукции, а правило (в — с методом сведением к абсурду (рассуждение от противного).

Правило (в является однопосылочным. Оно позволяет по любой формуле В, содержащейся в рассуждении, перейти к импликации вида С ( В, где на место антецедента ставится формула, которая в нашем рассуждении участвует в качестве последнего допущения, а на место консеквента помещается сама формула В.

Правило (b двухпосылочно и позволяет при обнаружении в рассуждении двух противоречащих друг другу формул D, (D перейти к формуле (C, которая является отрицанием последнего допущения.

При применении любого из правил необходимо иметь в виду, что логические константы, указанные в правилах, являются всегда главными знаками формул.

Посредством заданных правил можно строить формальные рассуждения двух видов — выводы и доказательства.

Выводом в системе называется непустая конечная последовательность формул С1, С2, …., Сn удовлетворяющая условиям:

(1) каждая Сj этой последовательности либо гипотеза, либо получена из предыдущих формул по одному из правил вывода; 

(2) если в выводе применялись правила (в или (в, то все формулы, начиная с последнего (введенного) допущения и вплоть до результата применения данного правила, в дальнейших шагах построения вывода не принимают участия (их дальнейшее применение в выводе исключается).

<Последнее свойство (свойство исключенности некоторых формул из дальнейшего построения вывода) означает, что к данным формулам в дальнейших шагах уже нельзя более применять какие-либо правила. Эти формулы (формулы из «вспомогательного» вывода) как бы «замораживаются» и изолируются в (основном) выводе. Для краткости будем их обозначать термином исключенные формулы, а ту посылку (допущение), которая при этом попадет в число исключенных формул, будем обозначать термином исключенная посылка. Тот факт, что некоторые формулы в выводе являются исключенными, будем обозначать вертикальной чертой. Как это конкретно делается, покажем далее на примерах.>
Если дан вывод С1, С2, …., Сn, т.е. дана последовательность формул, удовлетворяющая условиям (1) и (2), и если неисключенными посылками являются формулы А1, А2, …, Аk и последняя формула последовательности Сn графически совпадает с формулой В, т.е. является формулой В, то про данную последовательность говорят, что она является выводом формулы В из посылок А1, А2, …, Аk. Этот факт обозначается посредством записи А1, А2, …, Аk |— В (читается: «из посылок А1, А2, …, Аk выводимо В»), где «|—» является знаком выводимости.

Доказательство есть вывод из пустого множества неисключенных посылок. Последняя формула в доказательстве называется доказанной формулой или теоремой. Пусть имеется вывод С1, С2, …., Сn, являющийся доказательством, и пусть Сn графически совпадает с формулой В. Будем тогда говорить, что данная последовательность есть доказательство формулы В, или (в виде записи): |— В (читается: «В — теорема»).

Выводы (доказательства) далее будем строить в виде последовательностей записанных друг под другом формул (Обратим внимание на еще одно важную особенность натуральных исчислений, которое заключается в том, что здесь выводы строятся не только в одном направлении: например, «сверху вниз» (как в аксиоматических системах), или «сверху вниз» (как в секвенциальных исчислениях), — а двух направлениях, т.е. шаги «снизу» вверх» и «снизу вверх» могут чередоваться в ходе поиска вывода) Каждая формула такой последовательности нумеруется натуральными числами, которые используются в выводе как имена соответствующих формул. С каждой формулой связывается некоторая характеристика — ее анализ, т.е. указание того, на каком основании эта формула появилась в выводе. Согласно определению вывода, таких оснований может быть только два: либо формула является посылкой, либо она получена из предыдущих по некоторому правилу вывода. Обратим внимание на то, что итоговый вывод (анализ) содержит ссылки только на ранее построенные формулы (поэтому, вывод в натуральных исчислениях «эквивалентен» стандартному выводу в аксиоматике).
Покажем теперь, что представляют собой вывод и доказательство на некоторых примерах. (=== продолжение следует === )

ПРАВИЛА ВЫВОДА (СХЕМЫ ФИГУР ЗАКЛЮЧЕНИЯ) в нотации (учебнике) Мухачева В.П.:
Введение конъюнкции: 


Удаление конъюнкции:
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]-

&

&

A

B

A

         
[image: image4.wmf]-

&

&

B

B

A


Введение дизъюнкции:



Удаление дизъюнкции:
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Введение импликации:



Удаление импликации:
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Введение отрицания:



Удаление отрицания:
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�  Речь идет о записи вывода в виде столбца формул с вертикальными чертами и анализом, или методе субординатного вывода. Впервые аналог этого подхода был предложен польским логиком С. Яськовским в 1926 (об этом он пишет в своей основополагающей работе S. Jaskowski “On the rules of suppositions in formal logic”, 1934). Позже появился куайновский вариант системы натурального вывода (Quine W.V. On natural deduction, JSL, 15, 1950), а окончательное развитие субординатный метод получил у Фитча (Fitch F. Symbolic logic, 1952)), который с его помощью изложил основные системы логики.
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