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ОСНОВНЫЕ ТИПЫ ЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ





§1. Метод аналитических (семантических) таблиц


Правила вывода для аналитических (семантических) таблиц основаны на следующих семантических соображениях, связанных с интерпретации известных пропозициональных логических знаков (интерпретацию кванторов рассмотрим позднее). В любой интерпретации имеют место по крайней мере следующие восемь фактов (для любых формул А, В):


Если ( X — истинна, то X — ложна.


Если ( X — ложна, то X — истинна.


Если X&Y — истинна, то X, Y — обе истинны.


Если X&Y — ложна, то X — ложна, или Y — ложна.


Если X(Y — истинна, то X — истинна, или Y — истинна.


Если X(Y — ложна, то X,Y — обе ложны.


Если X(Y — истинна, то или X — ложна, или Y — истинна.


Если X(Y — ложна, то X — истинна, и Y — ложна.


Эти факты являются основанием табличного метода, т.е. лежат в основе сформулированных ниже правил вывода или правил редукции.


Отмеченные формулы. Любая правильно построенная формула (ппф) языка логики предикатов (соответственно, высказываний как «части» логики предикатов), перед которой стоит знак T или знак F, называется означенной формулой.


Примеры означенных формул: F[(х(y(Р(х) & R(х, у))]; T[((p v q) ( ((р ( q))].


Выражения TX и FX называются отмеченными формулами, где X — (неотмеченная) ппф исчисления предикатов (высказываний). Содержательно выражение ТX читается: формула А — истинна, а выражение FX: формула X — ложна.


Таким образом, истинностное значение выражения ТX совпадает со значением формулы X, а истинностное значение FX совпадает со значением (X.


Означенные формулы не являются формулами языка логики предикатов, а представляют собой выражения метаязыка.


Правила вывода. С означенными формулами можно оперировать в соответствии со следующими правилами построения таблицы, или правилами редукции, где S — это некоторое множество означенных формул, а ТС или FC — те означенные формулы, к которым применяется данное правило. Заметим, что для каждого логического знака существует по два правила; одно для формул, которым предшествует символ “T”, а другое, для формул, которым предшествует символ “F” (ср. приведенные ниже правил редукции с содержательной интерпретацией пропозициональных связок, приведенной выше):


T(      S, T(A                            F(      S, F(A


               S, FA                                        S, TA





T&      S, T(A ( B)                               F&      S, F(A ( B) 


              S, TA, TB                                 S,FA | S,FB





T(      _S, T(A ( B)_                           F(      S, F(A ( B)


           S,TA | S,TB                             S, FA, FB





T(      S, T(A ( B)                                F(      S, F(A ( B)


              S,FA | S,TB                              S, TA, FB





Дадим краткое пояснение (интерпретацию) данных правил. Например, правила для логического отрицания ( (T(F)() означает, что из T(X непосредственно следует FX в том смысле, что мы можем присоединить FX к любому продолжению (столбцу, ветке) таблицы, непосредственно следующей за Т(X; и что из F(X непосредственно следует ТX. Правила для & (T(F)&) означает, что из T(X&Y) непосредственно следуют ТX и ТY, а таблица, содержащая F(X&Y) разветвляется на (два подстолбца) FX и FY. Аналогично интерпретируются и правила для ( и (. 


Данные правила редукции указывают, каким образом осуществляется переход от строки над чертой к строке под чертой. Всякая строка содержит некоторое множество означенных формул и если мы применяем к ней определенное правило редукции, мы перейдем к следующей строке, содержащей такое множество означенных формул, которое предписывается этим правилом. При этом «сложность» исходной строки уменьшается, т.к. каждое применение правила «редуцирует» главный логический знак некоторый формулы, «расщепляя» ее на составляющие подформулы. В результате действия правил редукции все сложные формулы исходной строки последовательно «расщепляются» на элементарные означенные переменные.


Все правила редукции (или отмеченные формулы) можно разделить на два типа. Правила (формулы), которые имеют непосредственные следствия, а именно: F(, T(, T&, F(, F( (F(X, T(X, T(X&Y), F(X(Y), F(X(Y)), называются правилами без ветвления; а правила (формулы) F&, T(, T(  (F(X&Y), T(X(Y), T(X(Y)) увеличивают количество столбцов таблицы (на один) называются правилами с ветвлением.


Аналитическая таблица для произвольной формулы С представляет собой последовательность строк, где первая строка состоит из одной-единственной формулы FC. Каждая строка аналитической таблицы получается из предыдущей применением одного из правил редукции к какой-нибудь означенной формуле. В дальнейшем (при построении аналитической таблицы) количество столбцов может увеличиваться, поскольку каждое применение правила с ветвлением разделяет предыдущий столбец на два других столбца.


Столбец замкнут, если и только если (е. и т. е.) в нем имеется (по крайней мере одна) пара означенных формул вида ТА, FA , т.е. имеется контрарная пара формул (литер).


Аналитическая таблица замкнута, е. и т. е. каждый ее столбец замкнут.


Доказательство формулы С есть построение замкнутой аналитической таблицы для означенной формулы FC, т.е. метод аналитических таблиц основан на непрямом способе рассуждения рассуждение от противного.


Если аналитическая таблица для некоторой формулы логики предикатов замкнута (доказуема), то эта формула общезначима. Это следует из теоремы о непротиворечивости (корректности): метод аналитических таблиц воспроизводит отношение логического следования.


Если формула необщезначима, то для нее нельзя построить замкнутой аналитической таблицы, т.е. аналитическая таблица для этой формулы будет содержать такой столбец (или столбцы), что никакое применение какого-либо правила редукции не приводит к замыканию этого столбца. В случае логики высказываний (в силу ее разрешимости) любая таблица конечна и поэтому необщезначимость формул соответствует случаю, когда все подформулы исходной формулы редуцированы до элементарных, но замыкания получить не удалось. Тогда говорят, что построен контрпример (контрпримеры) к формуле, т.е. она действительно ложна (FC). 


Метод аналитических таблиц применим для проверки правильности рассуждений, т.е. если мы хотим вывести формулу (заключение) B из множества других формул (посылок) A1, A2, ... Аn. В этом случае мы должны предварительно «перестроить» рассуждение в (сложную) формулу согласно следующему алгоритму перестройки рассуждения:


Объединить формулы A1, A2, ... Аn в одну формулу посредством конъюнкции.


Присоединить с помощью импликации к этой вновь образованной формуле формулу B в качестве консеквента.


Строить аналитическую таблицу, первая строка которой содержит означенную формулу F[(А1&А2 & ... & Аn) ( В]. Если таблица окажется замкнутой, то между формулами A1, A2, ... Аn, с одной стороны, и формулой B, с другой, имеется отношение логического следования. А если отношения следования между посылками и заключением нет, то соответствующую замкнутую аналитическую таблицу построить нельзя.





§2. Аксиоматическое пропозициональное исчисление P1





А. Черч Введение в математическую логику. Т. 1. М.: ИЛ, 1960, стр.65— 88 (сокращенная и переработанная гл. 1)


Пропозициональным исчислением, или исчислением суждений называют любую логистическую систему из некоторого класса систем. Все системы этого класса, впрочем, эквивалентны друг другу в смысле, который будет разъяснен ниже. Важность исчисления суждений в той или иной его формулировке определяется тем, что оно часто входит как часть в более обширные логистические системы. При этом вместо переменных исчисления суждений (пропозициональных переменных) разрешается подставлять предложения этого более обширного исчисления. Кроме того, благодаря своей во многих отношениях большей простоте по сравнению с другими логистическими системами, которые мы рассматриваем, исчисление суждений служит также введением для многого, что мы делаем сначала по отношению к нему, а затем распространяем на другие системы. В этой главе мы строим одну частную формулировку исчисления суждений — так называемую систему P1.


Исходный базис. Исходными символами исчисления P1 являются три символа  [  (  ], (из которых первый и третий называются скобками), одна исходная константа f и бесконечное число переменных:    p, q, r, s, p1, q1, r1, s1 , p2, q2, r2, s2 …


Правилами построения исчисления P1 являются:


10i. Стоящая отдельно исходная константа есть ппф.


10ii. Отдельно стоящая переменная есть ппф.


10iii. Если ( и ( суть ппф, то [( ( (] есть ппф.


Для того чтобы завершить определение ппф (= правильно построенных формул) и исчисления Р1, мы добавляем, что формула является ппф тогда и только тогда, когда это следует из приведенных трех правил построения. Другими словами, класс ппф исчисления Р1 — это наименьший класс формул, содержащий все формулы, описанные в 10i и 10ii, и замкнутый относительно правила 10iii. Если формула является ппф и состоит из более чем одного символа, то ее единственным образом можно представить в виде [А ( В]. При этом А является антецедентом, В — консеквентом, а знак ( между А и В — главным знаком импликации.


Правилами вывода являются следующие два:


*100. Из [A ( В] и А следует В (правило модус поненс)


*101. Если b — переменная, то из А следует S b/B A| (правило подстановки)


При задании *101 вводится знак „S |" для обозначения преобразования (операции подстановки) ппф А в ппф S b/B A |, которая является результатом замещения каждого вхождения переменной b в А ппф В. 


Аксиомами системы P1 являются три следующие:


+102. [р ( [q ( p].


+103. [[s ( [p ( q]] ( [[s ( p] ( [s ( q]]].


+104. [[[p ( f] ( f] ( p]


Первая из этих аксиом (+102) или ее эквивалент в других формулировках пропозиционального исчисления (независимо от того, является ли он аксиомой) называется законом утверждения консеквента. Аналогично вторая аксиома называется законом самодистрибутивности (материальной) импликации. Наконец, третья аксиома носит название закона двойного отрицания.


Доказательством в системе P1 называется конечная последовательность, состоящая из одной или нескольких правильно построенных формул, из которых каждая либо является одной из трех аксиом, либо (непосредственно) выводится из двух предыдущих ппф последовательности по модус поненс, либо (непосредственно) выводится из одной предыдущей ппф последовательности посредством подстановки. Доказательство называется доказательством последней ппф последовательности, и ппф называется теоремой, если она имеет доказательство.


~~~~~~~~~~~~~~


Для удобства изложения мы будем применять некоторые сокращения ппф системы P1.


В частности, можно опускать внешние скобки у ппф, так что мы будем, например, писать в качестве сокращения ппф +102. Мы будем опускать также и другие скобки, уславливаясь при восстановлении их производить группировку влево. Так, р ( f ( f ( р является сокращением для +104, в то время как р ( [f ( f] ( р есть сокращение ппф [[р ( [f ( f]] ( р].


В тех же случаях, когда мы, опуская пару скобок, вставляем в выражение большую точку «(» мы уславливаемся, что при восстановлении скобок (вместо группировки влево) большая точка должна быть заменена левой скобкой [, а правая скобка ] должна быть помещена непосредственно перед ближайшей правой скобкой, которая сама стоит правее заменяемой большой точки, но не имеет правее этой большой точки парной с нею левой скобки; если же правее большой точки нужной правой скобки нет, то восстанавливаемая правая скобка должна быть помещена в конце выражения. Так, например, мы будем использовать выражение p ( ( q ( p в качестве сокращения для +102 и выражение [p ( ( f ( f] ( p в качестве другого сокращения ппф, для которой мы выше указали сокращение р ( [f ( f] ( р.


~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~


В качестве первого примера теоремы исчисления P1 мы докажем +120. р ( р [Закон рефлексивности импликации]. Ее доказательством является следующая последовательность 9-ти формул:


s ( [p ( q] ( ( s ( p ( ( s ( q


s ( [r ( q] ( ( s ( r ( ( s ( q


s ( [r ( p] ( ( s ( r ( ( s ( p


p ( [r ( p] ( ( p ( r ( ( p ( p


p ( [q ( p] ( ( p ( q ( ( p ( p


p ( ( q ( p


p ( q ( ( p ( p


p ( [q ( p] ( ( p ( p


p ( p


Так как имеются эффективные методы проверки, то теоретически достаточно просто выписать само доказательство без дополнительных пояснений, как это и сделано выше. Однако в помощь читателю мы дадим ниже подробное разъяснение. Первая из этих девяти ппф есть +103. Следующую ппф мы получаем из первой посредством *101, подставляя r вместо р. Далее, третья ппф получена из второй подстановкой р вместо q. Четвертая получена из третьей подстановкой р вместо s. Пятая получена из четвертой подстановкой q вместо r. Шестая ппф есть +102. Седьмая получается по модус поненс из пятой как большой посылки и из шестой как малой посылки. Затем восьмая ппф получается из седьмой опять посредством применения *101, причем q ( p подставляется вместо q. Наконец, p ( p получается по модус поненс из восьмой и шестой ппф как большой и малой посылок соответственно.


Удобно считать, что пятая ппф доказательства получена из первой посредством одновременной подстановки, а именно подстановки р, q, р вместо s, p, q соответственно. Мы обобщим обозначение для подстановки следующим образом:    S b1/B1 b2/B2 …bn/Bn  A|   будет формулой, которая получается одновременной подстановкой формул В1, В2, ..., Вn вместо переменных b1, b2, ..., bn в формулу А. Подстановка должна быть проведена для всех вхождений переменных b1, b2, ..., bn в А. Требуется чтобы все b1, b2, ..., bn были различны (в противном — результат подстановки не существует), но не требуется, чтобы все из b1, b2, ..., bn действительно входили в формулу А. 


Переходим к доказательству двух следующих теорем системы Р1.


+122.      f ( р


Одновременной подстановкой в +102: |— p ( f ( f ( p ( ( f ( ( p ( f ( f ( p.


В силу +104 и по модус поненс: |— f ( ( p ( f ( f ( p.


Одновременной подстановкой в +103: |— f ( [p ( f ( f ( p] (( f ( [p ( f ( f] (( f ( p.


По модус поненс: |— f ( [p ( f ( f] ( ( f ( p.


Одновременной подстановкой в +102: |— f ( ( p ( f ( f.


Наконец, по модус поненс: |— f ( p.


+123.       p ( f ( ( p ( q


Одновременной подстановкой в +102: |— f ( q ( ( p ( ( f ( q.


Подстановкой в +122: |— f ( q.


По модус поненс:  |— p ( ( f ( q.


Одновременной подстановкой в +103: |— p ( [f ( q] ( ( p ( f ( ( p ( q.


Наконец, по модус поненс: |— p ( f ( ( p ( q.


(Теорема +123 известна под названием закона отрицания антецедента. Ее можно записать в виде ~ p ( ( p ( q.)





Упражнения. (доказательства должны быть проведены так же, как это сделано выше)


12.3. Докажите q ( r ( ( p ( q ( ( p ( r как теорему в Р1. Используйте эту теорему для того, чтобы дать доказательства теорем +122 и +l23, которые были бы короче приведенных выше в том смысле, что они могут быть короче изложены.





12.4. Воспользуйтесь результатом упражнения 12.3 для доказательства закона транзитивности (материальной) импликации p ( q ( ( q ( r ( ( p ( r как теоремы системы Р1. (Один из методов состоит в применении закона самодистрибутивности к результату упражнения 12.3 и в использовании затем p ( q ( ( q ( r ( ( p ( q)





12.5. Докажите p ( q ( p ( ( p ( f ( p как теорему исчисления Р1. (Используйте +123, 12.4.)





12.6. Докажите как теорему в Р1 закон Пирса: p ( q ( p ( p. (Примените закон самодистрибутивности к p ( f ( ( p ( f и используйте результат из 12.5)





12.7. Пусть Рw — логистическая система, которая имеет те же исходные символы, правила построения и правила вывода, что и Р1 и аксиомами которой являются (1) закон транзитивности импликации, (2) закон Пирса, (3) + 102 (4) + 122. Вначале докажите последовательно как теоремы в Рw приведенные ниже формулы, а затем покажите, что Рw и Р1 эквивалентны в том смысле, что они содержат одни и те же теоремы:


12.7.1. [q ( ( p ( q] ( ( p ( q


12.7.2. p ( ( p ( q ( q     (закон утверждения)


12.7.3. [q ( ( q ( r] ( ( q ( ( p ( r     (закон коммутации)


12.7.4. q ( r ( ( p ( q ( ( p ( r     (12.3)


12.7.5. s ( [p ( q] ( ( s ( p ( ( s ( q     (+103)


12.7.6. p ( f ( f ( p     (+104)


Проведите доказательство таким образом, чтобы не использовать четвертую аксиому, +122, нигде, кроме доказательства последней теоремы.





12.8. Докажите как теоремы в Рw не используя при этом четвертую аксиому, +122:


12.8.1. q ( r ( r ( ( p ( q ( r ( r


12.8.2. r ( ( p ( ( q ( r 


12.8.3. p ( r ( r ( ( q ( r ( ( p ( q ( r 


12.8.4. q ( r ( ( p ( q ( r ( r








§3. Системы натурального вывода


Как пишет Г. Генцен, один из создателей («идеологов») систем натурального вывода, основная его идея состояла в намерении «построить такой формализм, который был бы как можно ближе к применяющимся в действительности рассуждениям», а специфика такого рода формализмов заключалась в том, «натуральные выводы исходят вообще не из логических аксиом, а из допущений, из которых делаются логические заключения, …[которые в дальнейшем] посредством некоторых [преобразований] делаются уже независимыми от [первоначально сформулированных нами] допущений».


Главной особенностью систем натурального вывода является возможность формализации в них непрямых (косвенных) способов обоснования, т.е. таких способов, которые позволяют в (естественных) рассуждениях использовать не только (истинные) посылки, но и допущения (предположения, истинность которых не доказана), что подчас существенно облегчает построение (поиск) вывода. Техническая трудность, которая здесь возникает, — это не только грамотное введение допущений (определенного типа!), но и «грамотное» удаление используемых в ходе рассуждений предположений, т.е. исключение тех «кусков» вывода, которые зависят от введенных допущений. Решается она с помощью «встраивания» в основной вывод «вспомогательных» (с использованием допущений) выводов (т.е. субординантный вывод напоминает «матрешку») и описанием процедур как перехода «вглубь» к вспомогательным выводам, так и обратных процедур перехода «наверх» к основному выводу.


Правила вывода в системах натурального вывода вводятся как правила введения (эти правила помечены индексом «в») и исключения (эти правила помечены индексом «и») логических связок. Фактически, эти правила «задают» процедурный смысл пропозициональных логических связок. Более важны, в этом аспекте, правила введения логических знаков, которые являются процедурными «определениями» соответствующих знаков, а правила удаления являются лишь «следствиями» этих «определений»: при применении правила удаления формула, содержащая этот знак (сам знак), может использоваться лишь в том же «значении», которая она (он) получил при его введении. 


Все правила делятся на однопосылочные (над чертой пишется одна формула) и двухпосылочные (над чертой пишутся две формулы) (эта классификация на различном процедурном «смысле» соответствующих логических знаков, однако она не соответствует стандартному «функциональному» разделению логические связок на бинарные <(, &, (> и унарные <(>). <Далее будем формулы, стоящие в правилах вывода над чертой, называть посылками правил вывода, а формулы, стоящие под чертой, — заключением правил вывода. Используемые нами при задании правил заглавные буквы (например, A и B) являются метасимволами и обозначают любую п. п. ф. исчисления высказываний (в этом смысле, правила вывода натурального вывода соответствуют схемам аксиом аксиоматических исчислений)>.


&в:     А, B                            &и:     A ( B  ,      А ( B 


         A & B                                       A                 B     





(и:       А     ,      B                 (и:     A ( B, (A 


        A ( B      A ( B                            B         





(в(**):       B                          (и:    A ( B, A 


             C ( B                                     B       





(в(**):  Z, (Z (()                  (и:    ((A 


              (C                                       A    


** — в правилах (в и (в нижняя формула (заключение правила) С является последним из еще не исключенных допущений, выражение Z, (Z (() в (посылках) правиле (в фиксирует «факт» появление в выводе некоторого (неизвестного! вначале и поэтому обозначенного отличными от остальных переменных переменными Z и (Z ) противоречия, на основании которого и вводится знак отрицания ((С).


Интерпретация правил. Каждое из правил вывода представляет собой формулировку разрешения нечто осуществить, а именно если даны формулы того вида, который указан выражениями, стоящими над чертой, то каждое правило разрешает записать после этого формулу того вида, который имеет выражение, стоящее под чертой (заключение правила).


Так, правило &в (введение конъюнкции) является двухпосылочным. Оно позволяет, если даны произвольные две формулы А и В, объединить их в конъюнкцию — А & В.


Правила &и (исключение конъюнкции) являются однопосылочными. Они позволяют, если дано конъюнктивное выражение вида А & В, выделить из него как левый, так и правый член конъюнкции. При (последовательном) применении обоих правил конъюнкция «рассыпается» на составляющие ее члены.


Правила vb (введения дизъюнкции) являются тоже однопосылочными. Первое из них разрешает при наличии некоторой формулы А присоединить к ней дизъюнктивно справа произвольную формулу В и получить выражение А V В. Аналогично второе правило разрешает при наличии некоторой формулы В присоединить к ней слева произвольную формулу А и получить А V В.


Правило vи (исключение дизъюнкции) является двухпосылочным. Смысл этого правила в том, что, имея дизъюнктивную формулу А V В и имея формулу (A, которая является отрицанием (именно) левого члена дизъюнкции, нам разрешается перейти к формуле В, т.е. выделить правый член дизъюнкции А V В. Это хорошо известное в логике правило tollendo ponens.


Правило (и (исключение импликации) тоже двухпосылочно. Как и предыдущее, оно позволяет отделить правый член (консеквент) импликации, но при других условиях, а именно если дана импликативная формула A ( В и дана формула А, совпадающая с антецедентом данной импликации. Т.е. этот правило — аналог хорошо известного в традиционной логике правила modus ponens.


Правило (и (исключение отрицания) однопосылочно. Оно позволяет снимать двойное отрицания.


Особо остановимся на правилах (в (введение импликации) и (b (введение отрицания). Своеобразие этих правил состоит в том, что формула С в заключениях этих правил — не любое выражение, а последнее допущение (посылка) в некотором рассуждении. Таким образом, формулировка этих — непрямых — правил позволяет соотносить между собой (в отличие от других — прямых — правил вывода, которые соотносят между собой в рамках одного вывода некоторые формулы) «вспомогательные» («вложенные») и «основные» («внешние») выводы. Формальной особенностью этих непрямых правил вывода является то, что они — в ходе построения вывода — могут «исключать» допущения, а подразумеваемым смыслом этих правил является то, что они используются в «паре» с поисковыми правилами — эвристиками, которые «вводят» эти допущения: правило (в работает «в паре» с известным методом «по правилу дедукции», а правило (в — с методом «сведением к абсурду» ( или «рассуждение от противного»).


Правило (в является однопосылочным. Оно позволяет по любой формуле В, содержащейся в рассуждении, перейти к импликации вида С ( В, где на место антецедента ставится формула, которая в нашем рассуждении участвует в качестве последнего допущения, а на место консеквента помещается сама формула В.


Правило (b двухпосылочно и позволяет при обнаружении в рассуждении «противоречия» (Z, (Z) перейти к формуле (C, которая является отрицанием последнего допущения.


При применении любого из правил необходимо иметь в виду, что логические константы, указанные в правилах, являются всегда главными знаками формул.


Выводом в системе называется непустая конечная последовательность формул С1, С2, …., Сn удовлетворяющая условиям:


(1) каждая Сj этой последовательности либо гипотеза, либо получена из предыдущих формул по одному из правил вывода; 


(2) если в выводе применялись правила (в или (и, то все формулы, начиная с последнего (введенного) допущения и вплоть до результата применения данного правила, в дальнейших шагах построения вывода не принимают участия.


Если дан вывод С1, С2, …., Сn, т.е. дана последовательность формул, удовлетворяющая условиям (1) и (2), и если неисключенными посылками являются формулы А1, А2, …, Аk и последняя формула последовательности Сn графически совпадает с формулой В, т.е. является формулой В, то про данную последовательность говорят, что она является выводом формулы В из посылок А1, А2, …, Аk. Этот факт обозначается посредством записи А1, А2, …, Аk |— В (читается: «из посылок А1, А2, …, Аk выводимо В»), где «|—» является знаком выводимости.


Доказательство есть вывод из пустого множества неисключенных посылок. Последняя формула в доказательстве называется доказанной формулой или теоремой. Графически это записывается |— В (читается: «В — теорема»).
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