Катречко С.Л.

Метод аналитических таблиц и его модификация

§1. Стандартная формулировка табличного исчисления
Правила вывода для аналитических (семантических) таблиц основаны на следующих семантических (содержательных) соображениях, связанных с интерпретации известных пропозициональных логических знаков (интерпретацию кванторов рассмотрим позднее). В любой интерпретации имеют место по крайней мере следующие восемь фактов (для любых формул А, В)

1) Если ( X — истинна, то X — ложна.

2) Если ( X — ложна, то X — истинна.

3) Если X&Y — истинна, то X, Y — обе истинны.

4) Если X&Y — ложна, то X — ложна, или Y — ложна.

5) Если X(Y — истинна, то X — истинна, или Y — истинна.

6) Если X(Y — ложна, то X,Y — обе ложны.

7) Если X(Y — истинна, то или X — ложна, или Y — истинна.

8) Если X(Y — ложна, то X — истинна, и Y — ложна.

Эти факты являются основанием табличного метода, т.е. лежат в основе сформулированных ниже правил вывода или правил редукции.

***

Отмеченные формулы. Любая правильно построенная формула (ппф) формула языка логики предикатов (высказываний), перед которой стоит знак T или знак F, называется означенной формулой.

Примеры означенных формул: F[(х(y(Р(х) & R(х, у))]; T[((p v q) ( ((р ( q))]; F[((хР(х) ( (y(R(y, a) & p))].

Выражения TX и FX называются отмеченными формулами, где X — (неотмеченная) ппф исчисления предикатов (высказываний). Содержательно выражение ТX читается: формула А — истинна, а выражение FX: формула X — ложна.

Таким образом, истинностное значение выражения ТX совпадает со значением формулы X, а истинностное значение FX совпадает со значением (X.

Означенные формулы не являются формулами языка логики предикатов, а представляют собой выражения метаязыка.

Правила вывода. С означенными формулами можно оперировать в соответствии со следующими правилами построения таблицы, или правилами редукции, где S — это некоторое множество означенных формул, а ТС или FC — те означенные формулы, к которым применяется данное правило. Заметим, что для каждого логического знака существует по два правила; одно для формул, которым предшествует символ “T”, а другое, для формул, которым предшествует символ “F” (ср. приведенные ниже правил редукции с содержательной интерпретацией пропозициональных связок, приведенной выше):
T(      S, T(A                            F(      S, F(A
             S, FA                                        S, TA

T&      S, T(A ( B)                               F&      S, F(A ( B) 
             S, TA, TB                                 S,FA | S,FB

T(      _S, T(A ( B)_                           F(      S, F(A ( B)

          S,TA | S,TB                            S, FA, FB

T(      S, T(A ( B)                                F(      S, F(A ( B)
             S,FA | S,TB                              S, TA, FB

Дадим краткое пояснение (интерпретацию) данных правил. Например, правила для логического отрицания (  (T(F)() означает, что из T(X непосредственно следует FX в том смысле, что мы можем присоединить FX к любому продолжению (столбцу, ветке) таблицы, непосредственно следующей за Т(X; и что из F(X непосредственно следует ТX. Правила для & (T(F)&) означает, что из T(X&Y) непосредственно следуют ТX и ТY, а таблица, содержащая F(X&Y) разветвляется на (два подстолбца) FX и FY. Аналогично интерпретируются и правила для ( и (. 

Данные правила редукции указывают, каким образом осуществляется переход от строки над чертой к строке под чертой. Всякая строка содержит некоторое множество означенных формул и если мы применяем к ней определенное правило редукции, мы перейдем к следующей строке, содержащей такое множество означенных формул, которое предписывается этим правилом. При этом «сложность» исходной строки уменьшается, т.к. каждое применение правила «редуцирует» главный логический знак некоторый формулы, «расщепляя» ее на составляющие подформулы. В результате действия правил редукции все сложные формулы исходной строки последовательно «расщепляются» на элементарные означенные переменные.

Все правила редукции (или отмеченные формулы) можно разделить на два типа. Правила (формулы), которые имеют непосредственные следствия, а именно: F(, T(, T&, F(, F( (F(X, T(X, T(X&Y), F(X(Y), F(X(Y)), называются правилами без ветвления; а правила (формулы) F&, T(, T(  (F(X&Y), T(X(Y), T(X(Y)) увеличивают количество столбцов таблицы (на один) называются правилами с ветвлением.

Аналитическая таблица для произвольной формулы С представляет собой последовательность строк, где первая строка состоит из одной-единственной формулы FC. Каждая строка аналитической таблицы получается из предыдущей применением одного из правил редукции к какой-нибудь означенной формуле. В дальнейшем (при построении аналитической таблицы) количество столбцов (ветвей) может увеличиваться, поскольку каждое применение правила с ветвлением разделяет предыдущий столбец на два других столбца.

Столбец замкнут, если и только если (е. и т. е.) в нем имеется (по крайней мере одна) пара означенных формул вида ТА, FA (контрарная пара формул (литер)).

Аналитическая таблица замкнута, е. и т. е. каждый ее столбец замкнут.
Доказательство формулы С есть построение замкнутой аналитической таблицы для означенной формулы FC, т.е. метод аналитических таблиц основан на непрямом (косвенном) способе рассуждения — «рассуждение от противного».
Если аналитическая таблица для некоторой формулы логики предикатов замкнута, то эта формула общезначима (доказуема). Это следует из теоремы о непротиворечивости (корректности) метода таблиц: метод аналитических таблиц воспроизводит отношение логического следования.
Если формула необщезначима, то для нее нельзя построить замкнутой аналитической таблицы, т.е. аналитическая таблица для этой формулы будет содержать такой столбец (или столбцы), что никакое применение какого-либо правила редукции не приводит к замыканию этого столбца. В случае логики высказываний (в силу ее разрешимости) любая аналитическая таблица конечна и поэтому необщезначимость формул соответствует случаю, когда все подформулы исходной формулы редуцированы до элементарных, но замыкания получить не удалось. Тогда говорят, что построен контрпример (контрпримеры) к формуле C, т.е. она действительно ложна (FC). 
Метод аналитических таблиц применим для проверки правильности рассуждений, т.е. если мы хотим вывести формулу (заключение) B из множества других формул (посылок) A1, A2, ... Аn. В этом случае мы должны предварительно «перестроить» рассуждение в (сложную) формулу согласно следующему алгоритму перестройки рассуждения:

1. Объединить формулы A1, A2, ... Аn в одну формулу посредством конъюнкции.

2. Присоединить с помощью импликации к этой вновь образованной формуле формулу B в качестве консеквента.
3. Строить аналитическую таблицу, первая строка которой содержит означенную формулу F[(А1&А2 & ... & Аn) ( В]. Если таблица окажется замкнутой, то между формулами A1, A2, ... Аn, с одной стороны, и формулой B, с другой, имеется отношение логического следования. А если отношения следования между посылками и заключением нет, то соответствующую замкнутую аналитическую таблицу построить нельзя.

Рассмотрим, как можно построить аналитическую таблицу формулы логики высказываний, опираясь не столько на формальные правила редукции, сколько на содержательные (семантические) соображения, связанные с логическими связками, которые зафиксированы в приведенных выше фактах (а ниже дадим пояснения к каждому шагу нашего построения). Приведем доказательство известной нам формулы закона Пирса, вывод которой в системах натурального вывода и, тем более, в аксиоматических системах (гильбертовского типа) не так прост. Здесь же процедура вывода достаточно тривиальна (и механистична).

Таблица для формулы (((p ( q) ( p) ( p) имеет вид:
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Пояснения к таблице (пример и пояснения взяты из неопубликованного учебного пособия В.П. Мухачева). Таблица строится следующим образом.

а) При построении вывода формулы X мы стремимся вывести противоречие из предположения о ложности X. Поэтому первая строка таблицы содержит один столбец (ветвь), а именно: формулу с предшествующим ей символом F.

б) Формула (((p ( q) ( p) ( p) имеет вид X ( Y, где X — это подформула ((p ( q) ( p), а Y — это подформула p. Формула вида X(Y может быть ложной только если X — истинна, а Y — ложна. Следовательно, TX и FY (на языке таблиц) являются прямыми следствиями формулы F(X(Y). В нашем случае, строки (2) и (3) являются прямыми следствиями строки (1).

в) Теперь рассмотрим строку (2); она имеет вид T(X ( Y), где X — это (p ( q), Y — это p. Мы не можем прямо заключать ни об истинностном значении X, ни об истинностном значении Y; мы можем утверждать лишь, что имеет место или FX, или TY. Следовательно, мы должны разделить вывод (исходный столбец) на две ветки (два подстолбца), а именно: на строки (4) и (5).

г) Строка (4) имеет вид F(p ( q), она немедленно влечет строки (6) и (7).

д) Теперь рассмотрим левую ветку вывода. Мы видим, что строка (6) является прямым противоречием строки (3); поэтому мы ставим крестик под строкой (7), обозначающим, что эта ветка ведет к противоречию.

е) Строка (5) правой ветки, также противоречит строке (3), поэтому мы "закрываем" и этот столбец (ветку).

Поскольку обе ветки (оба подстолбца) ведут к противоречию, то из этого факта следует, что наше предположение о ложности формулы Пирса неверно. Таким образом, формула Пирса является истинной.

При построении доказательств в аналитических таблицах можно ограничиться единственной рекомендацией (эвристикой), а именно: если в образовавшихся строках появились формулы типа A (правила без ветвления) и типа B (правила с ветвлением), то удобнее сначала применять правила без ветвления (к формулам типа A).

§2. Модификация стандартного табличного исчисления
(= см. мои тезисы на 4-ые Смирновские чтения ((середина февраля — начало марта 2003 г.)

Abstract. Основная идея предлагаемой здесь модификации метода аналитических таблиц заключается в том, чтобы в ходе вывода подставлять найденные в ходе «разложения» исходной формулы семантические значения элементарных формул (подформул) в имеющиеся на этом уровне построения таблицы другие формулы, содержащие эти переменные (подформулы). За счет подобного использования семантической информации удается предотвратить излишнее «расщепление» искомой таблицы: например, применение правила редукции к модифицированной формуле T (A(t) ( B) (здесь A(t) означает A = truth) не дает «расщепления» таблицы в отличие от редукции стандартной формулы T (A ( B). Это делает процесс построения вывода более эффективным. Данная модификация соответствует использованию производных правил вывода, полученных из табличного задания связок при фиксации значений отдельных переменных.
В основе предлагаемой модификации лежат расширение числа (модификация) приведенных выше исходных для табличного метода фактов (соотношений 4, 5, 7) и, прежде всего, тех, которые предполагают «ветвление» таблицы — в заключении союз «или», несколькими новыми (производными) фактами (соответственно, правилами): 

4. Если X&Y — ложна, то X — ложна, или Y — ложна.

4.1. — 4.2. Если X&Y — ложна и X (Y) — истинна, то Y (X) — ложна.

5. Если X(Y — истинна, то X — истинна, или Y — истинна.

5.1. — 5.2. Если X(Y — истинна и X (Y) — ложна, то Y (X() — истинна.

7. Если X(Y — истинна, то или X — ложна, или Y — истинна.

7.1. Если X(Y — истинна и X — истинна, то Y — истинна.

7.2. Если X(Y — истинна и Y — ложна, то X — ложна.

Общая идея нашего подхода заключается в более полном (существенном) использовании полученной в ходе построения вывода семантической информации о значениях переменных (подформул) не в конце, а на промежуточных этапах построения таблицы.

Основная ее идея заключается в том, чтобы при построении таблицы подставлять найденные в ходе разложения исходной формулы семантические значения элементарных формул (подформул) в имеющиеся на этом уровне построения более сложные формулы, содержащие эти переменные (подформулы). За счет этого — использования семантической информации — удается предотвратить излишнее «расщепление» искомой таблицы <например, применение правила редукции к модифицированной формуле T (A(t) ( B) (здесь A(t) означает A = truth, или A истинно; в дальнейшем A(f) означает A = false) не дает «расщепления» таблицы в отличие от редукции стандартной формулы T (A ( B)>, что делает процесс построения вывода более эффективным.

В качестве других вспомогательных средств предлагаемого метода можно отметить возможность «работать» с более чем двухчленными формулами (например, n-членная конъюнкция «истинна», если истинны все конъюнкты и «ложна», если ложен хотя бы один из конъюнктов), а также использование других (очевидных) эвристик, направленных на сокращение числа «расщеплений» таблицы.

Формально предложенную модификацию можно рассматривать как использование в процессе построения таблицы производных правил вывода (полный набор этих правил несложно получить из табличного задания логических связок при фиксации семантических значений отдельных или обеих переменных соответствующей формулы), а концептуально — как использование идеи «глобальной обработки информации» (использование полученной «локальной» информации в других «местах» вывода) [1], что реализуется путем сочетания в ходе построения таблицы как стандартных «вертикальных» шагов редукции, так и «горизонтальных» шагов по «подстановке» найденных значений переменных (подформул) в другие формулы.

В качестве иллюстрации нашего подхода приведем табличный вывод <с комментариями> формулы ((A ( B) & (B ( C)) ( (A ( C):

1. F [((A ( B) & (B ( C)) ( (A ( C)]
2. T ((A ( B) & (B ( C)), F (A ( C)

<Используя эвристику, применяем правило редукции к последней формуле, т.к. при этом (1; NB!) таблица не расщепляется; (2) можно найти семантические значения элементарных формул A и C.>

3. T ((A ( B) & (B ( C)), T A, F C

3.1 == T [(A(t) ( B) & (B ( C(f))], T A, F C == 
<Одновременная «подстановка» найденных значений А и С в другие формулы. Заметим, что после подстановки на шаге (3.1) две последние формулы — T A, F C — в дальнейшем можно не выписывать, т.к. эта семантическая информация уже используется явным образом в других «местах» таблицы (ниже в формулах 1 и 2).>
4. T (A(t) ( B) <формула 1>, T (B ( C(f)) <формула 2> 
5. TB <из формулы 1>, T (B ( C(f)) <формула 2>
6. TB, FB <из формулы 2> 

<Заметим, что на шагах 5—6 удалось избежать двукратного «расщепления» таблицы за счет использования найденной ранее семантической информации о значении переменных А и С.>
== END; таблица замкнута по переменной B ==.

Нет принципиальных препятствий для распространения предложенной модификации метода аналитических таблиц на другие —более богатые — исчисления, например на исчисление предикатов.
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§3. ДОПОЛНЕНИЕ  (от 8—13 марта 2003 г.)

1. Предлагаемая нами модификация предполагает более существенную модификацию исходного исчисления (не знаю, уместно ли говорить здесь о переходе к метаисчислению? == хотя мы расширяем наш язык, добавляя в него две константы t и f). В частности, если мы допускаем одновременную подстановку (найденных в ходе применения правил редукции) семантических значений переменных в другие формулы, то надо предусмотреть случай, когда противоречивой становится сама эта формула (например, таковой становится означенная формула T (A(t) ( B(f)) при подстановке значений A = truth и B = false), т.е. необходимо «расширить» понятие противоречия: ввести понятие внутренне-противоречивой формулы, наличие которой (наряду с парой контрарных литер) также «замыкает» соответствующий столбец.

2. Если же сделать еще один шаг по пути формализации нашей идеи подстановки, то можно «расширить» исходное исчисление новым правилом — правилом (одновременной) подстановки <ранее мы говорили о том, что это правило применяется «горизонтально»>. Его можно ввести (по аналогии с правилом подстановки из исчисления P1 А. Черча.
Если b1, b2, ..., bn (пропозициональные) переменные (подформулы) формулы А, а В1, В2, ..., Вn — (найденные) означенные формулы, соответствующие переменным (подформулам) b1, b2, ..., bn, то из А следует S b1/B1 b2/B2 …bn/Bn  A|. 

<В общем случае не требуется замена каждого вхождения bj на ВJ, однако в случае замены каждого вхождения bj (на ВJ) означенную формулу ВJ можно, без потери выводимости вычеркнуть из таблицы> 
2a. Менее радикальным, но интересным по своему является еще одна возможность модификации стандартного табличного метода, связанного с возможностью применения правил исчисления не только «сверху вниз» — аналитически, но «снизу вверх» — синтетически, в результате чего возможно порождение более сложных формул. На первый взгляд кажется, что это в принципе противоречит «идеологии» аналитического метода, но, оказывается, этот путь может давать «положительный» эффект (длина вывода сокращается). Давайте разберем следующий пример. 

Пусть нам надо построить табличный вывод закона сложной контрапозиции, т.е. формулы ((A & B) ( C)) ( (A &( C) ( (B):

1. F [((A & B) ( C)) ( (A &( C) ( (B)]
2. T ((A & B) ( C))<1>, F (A &( C) ( (B)

3. <1>, T (A &( C) , F ((B)

4. <1>, T A, T (( C), F ((B)

5. <1>, T A, F C, T B
6. T ((A & B) ( C)), T A, F C, T B
<После шага № 6 у нас осталась одна «нерасщепленная» формула T ((A & B) ( C)), а последовательное применение правил T( и F&  приведет к двукратному расщеплению таблицы (которая в конце концов замкнется). Однако вся необходимая информация для получения противоречия у нас уже есть. При подстановке найденных значений T A, F C, T B в формулу <1> это противоречие будет выявлено (см. эту модификацию выше). «Синтетическое» применение правил редукции (с учетом того, что наша цель — получить противоречие по отношению к имеющейся в таблице формуле <1>) к формулам T A, F C, T B также дает противоречие по формуле <1> (см. ниже)>

7. T ((A & B) ( C)), T (A & B), F C (контрприменение T&)
8. T ((A & B) ( C)), F ((A & B) ( C)) (контрприменение F()
3. Следующий шаг модификации может состоять в том, чтобы «сознательно» вводить означенные переменные (отсутствующие в таблице на данном уровне ее построения) с целью сокращения возможных «расщеплений» таблицы. По существу, речь идет о моделировании правила расщепления. Реализация этой поисковой стратегии основано на том, что добавление к «множеству» истинностных формул таблицы еще одной — заведомо истинностной — формулы является эквивалентным преобразованием (соответственно, к числу посылок рассуждения мы всегда можем добавить какие-то логические законы). В частности, всегда можно добавить означенную (посредством Т) какую-то контрарную пару литер (формул), что соответствует приписыванию варианта формулы логического закона исключенного третьего. При этом наша таблица должна «расщепиться» на две, т.к. необходимо проверить ее замкнутость и при A = truth, и при А = false (т.е. кажется, что усложняем процесс построения таблицы) — но при использования введенного выше правила подстановки (или других эквивалентных преобразований, в частности «поглощения» более слабых подформул) вопрос о «замкнутости» одного (или обоих) подстолбцов будет решаться (более) тривиально.

4. Еще один путь (существенной) модификации связан с идеологией обратного метода С.Ю. Маслова, который, в свою очередь (для пропозициональных исчислений) основан на так называемом алгоритме прополки (первоначально алгоритм был реализован в совместном проекте группы ленинградских логиков (ЛОМИ) под рук. Н.А. Шанина; см. работу: Алгорифм машинного поиска естественного логического вывода в исчислении высказываний //Н.А. Шанин, Г.В. Давыдов, С.Ю. Маслов и др. М.—Л.: Наука, 1965). Суть подхода — в устранении (излишней) информации, которая избыточна для построения вывода. Для табличного вывода релевантной является лишь информация о контрарных парах, которые замыкают столбцы. Все остальные формулы в столбцах избыточны. Поэтому их можно «вычеркнуть», а прослеживая их появление в концевых (закрытых) столбцах — можно «прополоть» формулу, т.е. вычеркнуть из нее все те подформулы, которые не нужны для появления контрарных пар. Оригинальный обратный метод сформулирован для формул в дизъюнктивной нормальной форме, т.е. когда все правила редукции однообразны. В общем случае (с использованием всего набора связок и правил редукции) проблема усложняется. Идеология обратного метода предполагает переход к метаисчислению. Этого делать не хотелось бы (вполне возможно, что индексный метод Бродского — Мухачева (см. статью В.П.Мухачева ../library/physics) решает эту проблему проще, без перехода к метаисчислению). Общая задача может быть сформулирована так: попробовать, за счет предварительного анализа формулы, «отсечь» те ее «куски», которые избыточны для построения вывода, тогда вывод (построение таблицы) можно укоротить (убыстрить).

5. Идея, возникшая при недавнем изложении табличного метода (3.03.2003) и прямого отношения к поиску вывода не имеющая. Все незамкнутые столбцы таблицы соответствуют контрпримерам (т.е. строкам истинностной таблицы, где она принимает значение ложь). Соответственно, появляется возможность превратить необщезначимую формулу в общезначимую, добавим к незамкнутым столбцам такие означенные формулы, которые «замыкают» соответствующие незамкнутые столбы. В общем случае, самым «минимальным» исправлением будет такое, когда мы приписываем к формуле импликацию, в антецеденте которой стоят все означенные формулы, а в консеквенте — какая-либо новая означенная формула, образующая контрарную пару с некоторой означенной формулой данного столбца.

�   В данном случае сам метод аналитических таблиц излагается сокращенно (в основном, для исчисления высказываний). Более полное изложение см. в файле logic_tabl.doc
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