Мухачев В.П.
Аналитические (семантические) таблицы. 

Построение вывода методом таблиц

Прежде чем, мы введем правила вывода для аналитических таблиц, необходимо рассмотреть содержательную интерпретацию известных пропозициональных логических знаков (интерпретацию кванторов рассмотрим позднее).

В любой интерпретации имеют место следующие восемь фактов (для любых формул А, В)

1) Если ( X — истинна, то X — ложна.

2) Если ( X — ложна, то X — истинна.

3) Если X&Y — истинна, то X, Y — обе истинны.

4) Если X&Y — ложна, то X — ложна, или Y — ложна.

5) Если X(Y — истинна, то X — истинна, или Y — истинна.

6) Если X(Y — ложна, то X,Y — обе ложны.

7) Если X(Y — истинна, то или X — ложна, или Y — истинна.

8) Если X(Y — ложна, то X — истинна, и Y — ложна.

Эти факты являются основанием табличного метода.

Отмеченные формулы. Назовем выражения TX и FX отмеченными формулами, где X — (неотмеченная) формула. Содержательно выражение ТX читается "формула А — истинна", а выражение FX — "формула X — ложна".

Таким образом, истинностное значение ТX совпадает с X, а истинностное значение FX совпадает с (X.

***

Рассмотрим, как можно построить аналитическую таблицу формулы логики высказываний, опираясь на вышеуказанные факты.

Для того чтобы читатель мог сравнить эффективность натуральных, секвенциальных и табличных исчислений на примере построения одной формулы, мы приведем доказательство уже известной нам формулы Пирса.

Таблица для формулы (((p ( q) ( p) ( p) имеет вид:
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Пояснения к таблице. Таблица строится следующим образом.

а) При построении вывода формулы X мы стремимся вывести противоречие из предположения о ложности X. Поэтому первая строка таблицы содержит формулу с предшествующим ей символом F.

б) Формула (((p ( q) ( p) ( p) имеет вид X ( Y, где X — это подформула ((p ( q) ( p), а Y — это подформула p. Формула вида X(Y может быть ложной только если X — истинна, а Y - ложна. Следовательно, TX и FY (на языке таблиц) являются прямыми следствиями формулы F(X(Y). В нашем случае, строки (2) и (3) являются прямыми следствиями строки (1).

в) Теперь рассмотрим строку (2); она имеет вид T(X ( Y), где X - это (p ( q), Y - это p. Мы не можем  прямо заключать ни об истинностном значении X, ни об истинностном значении Y; мы можем утверждать лишь, что имеет место или FX, или TY. Следовательно, мы должны разделить вывод на две ветки, а именно: на строки (4) и (5).

г) Строка (4) имеет вид F(p ( q), она немедленно влечет строки (6) и (7).

д) Теперь рассмотрим левую ветку вывода. Мы видим, что строка (6) является прямым противоречием строки (3); поэтому мы ставим крестик под строкой (7), обозначающим, что эта ветка ведет к противоречию.

е) Строка (5) правой ветки, также противоречит строке (3), поэтому мы "закрываем" и эту ветку.

Поскольку обе ветки ведут к противоречию, то из этого факта следует, что наше предположение о ложности формулы Пирса неверно. Таким образом, формула Пирса является истинной.

***

Правила построения таблиц. Сформулируем теперь все правила в схематической форме. Заметим, что для каждого логического знака существует по два правила; одно для формул, которым предшествует символ “T”, а другое, для формул, которым предшествует символ “F”: 

[image: image2.wmf]1

)

T

X

FX

F

X

TX

Ø

Ø



[image: image3.wmf]
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Правило 1) означает, что из T(X непосредственно следует FX (в том смысле, что мы можем присоединить FX к любой ветке, следующей за Т(X), и что из F(X непосредственно следует ТX.

Правило 2) означает, что если из T(X&Y) непосредственно следуют ТX и ТY, то  F(X&Y) разветвляется на FX и FY.

Правила 3) и 4) рассматриваются аналогично правилу 2).

Отмеченные формулы можно разделить на два типа. Формулы, которые имеют непосредственные следствия, а именно: F(X, T(X, T(X&Y), F(X(Y), F(X(Y), мы отнесем к типу A; а формулы, порождающие ветви, а именно: F(X&Y), T(X(Y), T(X(Y), отнесем к типу B.

При построении доказательств в аналитических таблицах можно ограничиться единственной рекомендацией, а именно: если в образовавшихся строках появились формулы типа A и типа B, то удобнее сначала применять правила к формулам типа A.

Пример. Построим таблицу для формулы ((p((q(r))(((p(q)((p(r))).

(1) F((p((q(r))(((p(q)((p(r))).

(2) T(p((q(r)) (1)

(3) F((p(q)((p(r)) (1)

(4) T(p(q) (3)

(5) F(p(r) (3)

(6) Tp (5)

(7) Fr (5)

(8) Fp (2)         (9)   T(p(q) (2)

        X              (10)  Fp (4)                     (11)  Tp (4)

                                  X                            (12)  Fq (9)                13 Tr (9)

                                                                            X                           X

=== Вывод завершен ====

***

Использование букв T и F при построении аналитических таблиц не является теоретически необходимым. Можно построить таблицы и без отмеченных формул (в этом случае правило 1 становиться излишним).

Правила для таблиц с неотмеченными формулами.
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Вывод здесь строится также как и в таблицах с отмеченными формулами. Нить считается закрытой, если в ней появились две формулы, одна из которых есть отрицание другой. Таблицей для формулы X мы будем считать таблицу, начинающуюся с X. Если мы хотим доказать, что формула X является истинной, то мы строим таблицу не для формулы X, а для ее отрицания.

Пример. Построим таблицу для формулы ((p(q)((q(p)).

(1) (((p(q)((q(p))

(2) p(q (1)

(3) ((p(q) (1)

(4) (q (3)

(5) (p (3)

(6) p (2)           (7) q (2)

      X                      X
***

Введем обобщенные схемы правил для обоих вариантов аналитических таблиц.

Правила для формул F(X, T(X, T(X&Y), F(X(Y), F(X(Y) и формул (X, (X&Y), ((X(Y), ((X(Y) назовем правилами типа (. Общая схема для них будет иметь вид:
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где (- точка дерева (формула вывода), а (1 и (2 - ее непосредственные потомки (непосредственные подформулы). 

Правила для формул F(X&Y), T(X(Y), T(X(Y) и ((X&Y), (X(Y), (X(Y) назовем правилами типа (. Общая схема для них будет иметь вид:
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где ( - это точка соединения, а (1 и (2 - ее потомки. Правила типа ( мы будем называть правилами без ветвлений, а правила типа ( - правилами с ветвлениями. 

Заметим, что при работе с отмеченными формулами нередко возникают ситуации, в которых формулы вида T(X или F(X удобно рассматривать как формулы обоих типов ( и (. Если мы допустим, что указанные формулы являются формулами типа (, то верным останется следующее утверждение: (- истинна если и только если хотя бы одна из формул (1 и (2 является истиной (для нашего случая, (1 и (2 являются тождественными). При таком расширенном понимании правила ( выражения T(X и F(X будут порождать по две тождественные ветви. Поэтому в конкретных выводах достаточно рассматривать только одну ветвь. 

***

Спряжение.
Использование правил типа ( в расширенном смысле дает возможность ввести новую операцию. Назовем эту операцию спряжением. Для нее верны следующие законы:

J0: (a) 

не совпадает с


     (b) 



 EMBED Equation.2  

J1: (a)  Спряжением любого ( является некоторая (.

     (b)  Спряжением любого ( является некоторая (.

J2: (a) 
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Закон J1 - (a) будет неверно при начальном определении (.

Закон J2 говорит, что если взять любую отмеченную формулу X, отличную от переменой, и если проспрягать X, а затем взять первую (соответственно вторую) компоненту этого спряжения, то получим тот же самый результат, как если бы сначала взять первую (соответственно вторую) компоненту X и затем проспрягать ее. (Например, предположим, что ( = F(X(Y). Тогда

, 

, 

. С другой стороны

, 

, и, следовательно, 

, 

)

Можно дать эквивалентное определение закона J2: если ( является спряжением (, то (1 является спряжением (1 и (2  является спряжением (2.

***

Новая формулировка истинного множества.

Пусть S является истинным множеством неотмеченных формул. Назовем S истинным множеством, если и только если S обладает следующими тремя свойствами (для каждого X, (, ():

(0) Точно одна из формул X, (X принадлежит S.

(A) ( принадлежит S, если и только если (1, (2 принадлежит S.

(B) ( принадлежит S, если и только если, хотя бы, один из (1, (2 принадлежит S.

Мы также будем называть множество S отмеченных формул означенным множеством или истинным множеством, если и только если оно подчиняется условиям (A), (B) и в случае (0) - условию: “точно одна формула из ТX, FX принадлежит S”. Означенные множества отмеченных формул являются полными множествами. 

Упражнение. Покажите, что если множество S неотмеченных формул удовлетворяет указанным выше свойствам (A), (B) и более слабому, чем (0), условию: если “для каждой пропозициональной переменной p точно одна из формул p, (p принадлежит S”, то из этого следует, что для каждой формулы X точно одна из формул X, (X  принадлежит S, то есть S  является истинным множеством. Сформулируйте и докажите  аналогичный результат для отмеченных формул. 

Ранее мы уже определили множество S отмеченных формул как истинное множество, если оно удовлетворяет следующим законам: 

(0)  Для любой формулы X  точно одна из формул  X, 

 принадлежит S.

(a) ((S, если и только если (1 (S и (2 (S.

(b) ((S, если и только если (1 (S или (2 (S.

Докажем, что условие (b) излишне, если имеют место условия  (0), (a), а также, что условие (a) излишне, если имеют место условия (0), (b). Докажем, что (b) следует из (0) и (a). Для сокращения доказательства воспользуемся законами J0 - J2. Предположим, что S удовлетворяет условиям  (0), (a). Необходимо показать, что ( принадлежит S, если и только если (1 принадлежит S или (2 принадлежит S. Предположим, что ((S. Если ни (1, ни (2 не принадлежат S, то 

 и 

 должны принадлежать S (поскольку хотя бы одна из формул (1, 

 принадлежит S, и хотя бы одна из формул (2, 

 принадлежит S. Теперь, если используем тот факт, что 

 является некоторой (, и 

= (1, 

= (2. Следовательно, (1 и (2  обе принадлежат S. Далее,  согласно (a), ( принадлежит S. Это факт должен означать, что ( и

  обе должны принадлежать S, что противоречит условию (0). Это доказывет первую часть.  В противоположность этому, предоположим, что хотя бы одна из формул (1, (2  принадлежит S - пусть это будет (1 (совершенно аналогичный аргумент работает для (2). Если ( не принадлежит S, то 

 принадлежит S. Из этого следует, что  (1 и 

 обе принадлежат S,  что противоречит условию (0). Это завершает доказательство.

Читателю предлагается проверить, что подобным же образом можно получить (a) из (0) и (b). Заметим, что такой же результат имеет место для истинных множеств неотмеченных формул (но доказательство не будет столь элегантным, поскольку в этом случае нет операции спряжения, удовлетворяющей законам J0, J1, J2 ; доказательство должно вестись разбором всех случаев).

Упражнение. Назовем множество закрытым снизу, если для каждого ( и ( выполняются следующие условия: (1) если ( принадлежит S, то (1 и (2 обе принадлежат S; (2) ( принадлежит S, если и только если, хотя бы, один из (1, (2 принадлежит S. Назовем множество закрытым сверху, если имеют место обратные условия, т.е. (1) если (1, (2  обе принадлежат S, то ( принадлежит S; если, хотя бы один из (1, (2 принадлежит S, то ( принадлежит S. Доказать, что любое закрытое снизу множество, удовлетворяющее условию (0) (т.е. для каждой формулы X точно одна из формул X, 

 принадлежит S), является истинным множеством. Доказать, что любое закрытое сверху множество, удовлетворяющее условию (0), является истинным множеством. 

***

Точное определение таблиц. 
Аналитическая таблица для формулы X есть упорядоченное диадическое дерево, чьими точками являются формулы, и оно строится следующим образом. Формула располагается в начале дерева. Далее предполагается, что Т является таблицей для X, и Т уже построена. Пусть Y — конечная точка, тогда можно расширить Т применением одной из следующих операций:

(A)  Если некоторая ( встречается в нити РY, то можно одновременно присоединить или (1 или (2 в качестве единственного потомка Y. (На практике обычно последовательно присоединяют (1, а затем (2.)

(B)  Если некоторая ( встречается в нити РY, то можно одновременно присоединить (1 в качестве левого потомка Y и (2 - в качестве правого потомка Y.

Указанное индуктивное определение таблицы для формулы X можно разъяснить и так. Пусть даны два упорядоченных дерева Т1 и Т2, чьими точками являются формулы. Назовем Т2 прямым расширением Т1, если Т2 можно получить из Т1 одним применением или операции (А), или операции (В). Тогда, Т является таблицей для X, если и только если существует конечная последовательность (Т1, Т2, …, Тn = Т) такая, что Т1 является первой точкой дерева, началом которого является X, и такой, что для каждого i < n Тi+1 является прямым расширением Тi.

Напомним еще раз ранее сформулированные определения (избегая строгих формулировок): ветвь ( таблицы отмеченных (неотмеченных) формул является закрытой, если она содержит некоторую отмеченную формулу и ее спряжение (или некоторую неотмеченную формулу и ее отрицание, если мы работаем с неотмеченнцми формулами). И таблица Т называется закрытой, если каждая  ветвь таблица Т закрыта. Доказательством отмеченной формулы (неотмеченной формулы) X  является называется закрытая таблица для FX ( или для ( X, если мы работаем с неотмеченными формулами.

Упражнение. Используя метод таблиц докажите следующие формулы.




***

�  правка Катречко С.Л.
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